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Capitulo 1

Variable Compleja

En lo que concierne la teoria del andlisis complejo, tres puntos de vista predominan en la actualidad:
e Integracién Compleja (Cauchy 1814-1830).

e Aplicaciones holomorfas C — R (Tesis de Riemann 1851).
e Series enteras (Cauchy 1831-1846, Weirstraf}).

Comenzaremos este capitulo por el calculo diferencial y las funciones holomorfas segin Riemann. Luego,
seguiremos la evolucién de Cauchy (integrales complejas, férmula de Cauchy). Veremos que cada funcién
holomorfa es analitica (admite un desarrollo en serie de potencias). Estas series simplifican la teoria (punto
de vistas de Weirstraf}),

I[.1. Los Numeros Complejos

Si bien los nimeros complejos son familiares para todos los que siguen este curso, se vio, por ejemplo, en el
primer de anio de Anaélisis, en esta seccién abordaremos el plano complejo con una Optica geométrica, para
comprender y asimilar la riqueza y potencia que tiene esta teoria.

Sabemos que el conjunto de los nimeros reales R provisto de la adicion y la multiplicacién es un cuerpo
completo con un orden compatible con dichas operaciones. Geométricamente R asociamos a una recta, que
la llamamos recta real. Como es de conocimiento de todos, la ecuacion

22 4+1=0,

no tiene solucion en R. Nuestro objetivo serd construir un cuerpo que contenga R en el cual dicha ecuacién
tenga solucién.

Como R estd asociado a una recta, vamos a construir un cuerpo que este asociado a un plano (real); ya
que la extension inmediata de una recta constituye un plano. Consideremos

R? = {(z,y)| =,y € R}.
Este conjunto con la adicién definida por
(@1, 1) + (22,92) = (z1 + 22,91 + y2)

y la multiplicacién por escalar
Az, y) = (Az, Ay)

es un espacio vectorial real. En el curso de Geometria, se estudié con detalle las propiedades de los diferentes
objetos y las transformaciones que les estdn asociadas.
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Figura I1.1.1: Transformaciones de R?

Para tener un cuerpo conmutativo, solamente nos falta definir una multiplicacién, la cual provendra de
un tipo especial de transformaciones lineales del plano R?; més precisamente de aquellas transformaciones
que conservan los dngulos en tamano y orientacion.

Definicién I1.1.1 Una similitud directa, en tanto que aplicacion lineal, es una aplicacién lineal s : R?R?
de la forma s = hy org, donde hy es la homotecia de razén A (A > 0) y rg es una rotacion de dngulo 6.

En la figura I.1.1, tenemos una representacién grafica de una homotecia, una rotaciéon y finalmente una
similitud. Como se vio en el curso de Algebra Lineal es mas comodo trabajar con las matrices asociadas
(respecto a las bases candnicas). Recordemos que toda aplicacién lineal estd enteramente determinada por
los elementos de las bases candnicas y que existe un isomorfismo natural entre el espacio vectorial de las
aplicaciones lineales L(R?, R?) y M »(R) el espacio vectorial real de las matrices de 2 x 2 a coeficientes reales.
En lo que sigue solamente consideremos como base la candnica o otra base ortonormal directa. Denotemos
por H, la matriz asociada a la homotecia de razén A > 0, hy; Ry la matriz asociada a la rotaciéon ry. Se

tiene: .
m-(3 ) e (S0 )
por lo tanto, la matriz Sy ¢ asociada a la similitud sy ¢ = hy o g, estd dada por
s0=(3 %) (o s ) Qems Seows ) (1)
Una simple inspeccién da
det Sxp=A>0.

Ejercicio.- Verificar que una matriz de la forma

con (a,b) # (0,0), es la matriz asociada a una similitud directa.

Teorema 1.1.1 El conjunto de las similitudes (directas) de R? forman un grupo abeliano para la composicién
de aplicaciones.

Demostracién.- Ejercicio.
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Denotamos por S, (R, 2) al grupo de las similitudes directas, que por cierto no solamente es un grupo abeliano
para la composicién de aplicaciones, sino también:

Teorema 1.1.2 S, (R,2) U {0} es un subespacio vectorial real de dimension 2 del espacio End(R?) de las
aplicaciones lineales en R?.

Demostracion.- Puesto que existe un isomorfismo natural (por la eleccién de las bases candnicas) entre
End(R?) y Ms2(R) el espacio de las matrices reales de 2 x 2 es suficiente ver que las matrices asociadas a
las similitudes més la matriz nula forman un subespacio vectorial. El resto lo dejamos como ejercicio.

O

I.1.1. El Plano Complejo C

Hemos visto que R? es un espacio vectorial para la adicién, para que R? tenga la estructura de un cuerpo
conmutativo, solo falta dotarle de una multiplicacién.
Consideremos la aplicacién ¢ dada por

¢:R* — S, (R,2)U {0}
(a,b) H(Z ‘ab>.

Utilizando el ejercicio y la proposicién precedentes, se demuestra (nuevamente otro ejercicio para el alumno)
que ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales reales. Denotamos por 7 : Sy (R, 2) U {0} — R? la aplicacién
inversa de . Se ve inmediatamente que

(3 2)-(5) o

Definamos la multiplicacién en R? de la siguiente manera. Sean z; = (a1,b1) y 22 = (a2, bs) elementos de
R?, planteamos

21 - 22 = m(p(21) - p(22))- (I.1.3)

Desarrollando (I.1.3), se obtiene explicitamente:

v =a((3 2 )

- araz —biba  —a1by — asby
N arby +azby  ajaz — bi1by

o B o aiag — b1 bg
= (a1a2 b1b2,01b2 +a2b1) = <a1b2 +a2b1) (114)
Remarca.- Utilizando la notacién columna para elementos de R2, la multiplicacién de z; = (a1, b1) y

29 = (ag, be) puede expresarse como
(a1 —by as
aen= (0 ) (3):

Teorema 1.1.3 R2 con la adicidn usual y la multiplicacion definida mds arriba es un cuerpo conmutativo.
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Demostracién.- En efecto, R? con la adicién es un grupo abeliano, ya visto en un cursos anteriores.
Remarquemos que el elemento cero es Ogz = (0,0) y el opuesto de (a1, az), —(a1,a2) = (—ay, —as).
R2 — {Og2} es un grupo abeliano para la multiplicacién, porque la multiplicacién definida més arriba es
una ley de composicién interna, verificacién simple, y por que S (R, 2) es un grupo para la multiplicacién.
La distributividad de la multiplicacién respecto a la adicién estd asegurada por que ¢ y ¢ son aplicaciones
lineales.

O

Definicién I.1.2 R? provistos de la adicion y la multiplicacion definida mds arriba se llama cuerpo de los
numeros complejos o plano complejo y se lo denota por C.

Remarcas.-
1. 1¢ = (1,0), Oc = (0,0). Se define i = (0,1). Un pequefio cdlculo da i? = —1¢.
2. La inyeccién natural j : R — C, j(a) = (a,0) es compatible con la adicién y la multiplicacién, lo que
hace que R sea un subcuerpo de C. En el lenguaje algebraico, esto se llama extensién de cuerpos.

3. En realidad j(R) C C, pero para darle fluidez a la teorfa, se acostumbra a suponer que R C C, con lo
que utilizamos los simbolos 1 y 0 para referirnos al uno y cero de R o C dependiendo el contexto. Es
frecuente utilizar la notacién

z=a+1b,
con a,b € R para representar z = (a, b). Este tipo de notacién facilita los cdlculos aritméticos en C.

4. Siz = (a,b) = a+ib, Rz = a es la parte real de z, 3z = b, la parte imaginaria de z. R se lo conoce
como el eje real del plano complejo y iR = {iala € R} el eje imaginario.

5. El algebra en C es idéntica a la de R, con ademés i2 = —1.

I[.1.2. Conjugado de un nimero complejo

Sea z = a+1b € C, se define z = a — b el conjugado de z. Geométricamente, la accién de conjugar niimeros
complejos, corresponde a la simetria respecto al eje real. El conjugado satisface las siguientes propiedades.
Proposicion 1.1.1 Se tiene:

z 4z = 2Rz, (I.1.5)
z—Z =23z, (I.1.6)
z-Z=a>+ 17 (L.1.7)
o Z =71 Z, (1.1.8)
¥ 2= F + (L.1.9)
2=z = z€R, (I.1.10)
z=—% <= z €iR, (I.1.11)
-z =(—2), (I1.1.12)
() t=("1, z#0. (1.1.13)

Demostracion.- Ejercicio.
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1.1.3. Modulo de un nimero complejo

Sea z = a+ib € C, el médulo de z es |z| = Va? + b2. Remarca.- El mddulo de z es lo mismo que la

norma euclidiana de z visto como un elemento de R?. Cuando z € R, el médulo es lo mismo que el valor
absoluto de R.
Proposicion 1.1.2 El médulo verifica:

|2 = 22, (1.1.14)
[Rz| < 2], (1.1.15)
1z2] < 2], (1.1.16)
|z122] = |21] (1.1.17)
|21 4 22| < |z1| + |22] - (1.1.18)
Demostracién.- Ejercicio.
(|

I[.1.4. Sustraccion y Division
Completando la construcciéon de los nimeros complejos, la sustraccion se la define como
21— 29 = 21 + (—22).

La division se la define

ﬂ =ZzZ1 (22)71

z9 ’
donde z, # 0. Utilizando la notacién de fracciones, las reglas de cdlculo para fracciones son vélidas y su
demostracion es un simple ejercicio.

I1.1.5. Forma Polar

Tradicionalmente, la forma polar de un nimero complejo es abordada como un tépico independiente. Sin
embargo, en nuestra construccién hemos asociado a cada nimero complejo a una similitud de angulo 6 y
razén r. Por consiguiente, si z # 0, se puede escribir como

z =r(cosf + isinb),

|z| = r, 0 es Unico con una diferencia de 2wk k € Z
La forma polar es ttil para realizar multiplicaciones y divisiones.
Proposicién 1.1.3 Si
z=|z|(cos@ +isinf), w = |w|(cos+isind),

se tiene

z-w =|z| - |w|(cos(f + ) + icos(0 + 1)),

z/w =|z|-|w| (cos(d — V) +icos(d — 1)),

2" =1z|" (cos(nf) + isin(nd)), n € N.

La dltima formula es conocida como Férmula de Moivre

Demostracién.- Ejercicio.
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1.1.6. Topologia del Plano Complejo C

El médulo |-| de C es la norma euclidiana de R?, los conceptos de convergencia, limites, conjuntos abiertos,
cerrados, compactos, puntos aislados, puntos de acumulacién, etc, son los mismos, que ya han sido vistos en
el curso de Anilisis de Primer Afo.

Por otro lado, el médulo en C tiene el mismo comportamiento del valor absoluto de R en lo que respecta
la multiplicacién. Por lo tanto, se justifica recordar, complementar y aclarar algunos conceptos.

Las sucesiones {zj} con z; € C pueden ser vistas: como una sucesién propiamente compleja, o bien como
dos sucesiones reales, {Rzr} v {Szx}. Por lo tanto, dependiendo la situacién y el contexto, se debe utilizar
el punto de vista que mds convenga. Como R es un cuerpo ordenado, se tiene el concepto de sucesiones
monotonas y la divergencia por valores infinitos; en C eso no es posible, sin embargo esos conceptos y sus
consecuencias pueden ser aplicados por separado a la parte real y la parte imaginaria de la sucesién. Una
definicién que serd util posteriormente es la siguiente.

Definicién 1.1.83 Una sucesion {z} en C diverge por valores en el infinito, si la sucesion {|zx|} en R diverge
por valores en el infinito. Dicho de otra manera

lim z, =c0 <= lim |z,| = 4oc.
n—oo

n—oo

Los conceptos de sucesiones, series, vistos en el Primer Ano de Anélisis, como convergencia absoluta,
serie productos se los amplia al caso complejo sin ningin problema. Solamente hay que remplazar el valor
absoluto por el médulo. Por lo tanto, las reglas de calculo, criterios de convergencia son validos también para
series complejas.

En lugar de hablar de bolas abiertas, en C, se prefiere hablar de discos abiertos.

D(a,r) ={z€Cl|z —al| < a}.

I.1.7. El plano complejo acabado C

En el curso de Anélisis se definién la recta real acabada R, agregando dos elementos adicionales a R;
R =R U {—o0, +00},

definiendo algunas operaciones con los nuevos elementos y los reales, prolongando la relaciéon de orden.

El caso complejo tendra un desarrollo bastante similar. Como motivacion, consideremos la proyeccién
estereografica, que consiste en proyectar el plano complejo C, sobre la esfera unitaria S? = {(z,y, 2)|z? +
y? + 2%} con la proyeccién de centro el polo norte (0,0,1). ver figura 1.1.2. En la figura observamos que la
imagen del punto P’ € C se proyecta sobre la esfera en el punto P € S%2. También remarcamos que esta
proyeccion es inyectiva, pero no es sobreyectiva ya que el polo Norte no es imagen de ningtin punto del plano
complejo. Si queremos que la proyeccién esteogréfica sea biyectiva, debemos agregar un elemento a C; por
otro lado, no es dificil observar que N es el limite de la proyeccién, cuando z — oo.

Definicién 1.1.4 FEl plano complejo acabado es el conjunto

C =Cu{c0}.
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Figura I.1.2: Proyeccién Estereogréfica.

Explicitemos la proyeccién estereogréfica, utilizando un corte transversal, ver figura , relaciones de
tridngulos semejantes, se obtiene:

2Rz 2%, |z2-1 .
.= [ (@aEnis) s ocec
(0,0,1) si z=o00

Aparte de las operaciones heredadas de C, sobre C' definimos:

si a # 0,

(el S

gl=

=0sia# o0,
a-00=00sia#0,

a + 00 = oo.

Al igual que la recta acabada R, C ya no es un cuerpo.
Lo interesante de la proyeccién esteogréfica es que se pueden dotar de operaciones internas a S? a partir
de las operaciones de C, de donde, si &, ¢ € S? se define

£+¢ =a(@ () +71(0),
§-¢ =a(r1(§)-mQ).

Ejercicio.- Explicitar analiticamente la adicién y la multiplicacién en la esfera.

Remarca.-En el curso de Topologia, se dice que la proyeccion estereografica compactifica C agregando un
elemento a C, porque la esfera es compacta en R3.

I.2. Funciones Complejas

El médulo || hace a C un espacio normado con norma idéntica a la norma euclidiana de R?; por lo que,
los conceptos de limite, continuidad, continuidad uniforme, convergencia simple de sucesiones de funciones,
convergencia uniforme, etc son los mismos que en el Primer Afio de Anélisis y no es necesario repetirlos. Las
novedades provendran del calculo diferencial e integral de funciones complejas.



8 CAPITULO I. VARIABLE COMPLEJA

S

Figura 1.2.1: Gréfica de los Grafos

Sin embargo, podemos remarcar que una funcién compleja f : U € C — C puede ser vista como una
funcién f: U Cc R? — R2. Es decir,

f:vcC — C f:UCR? — R?
z = f(2) (,y) = (w@,y)v(z,y))

trivialmente, se tiene R(f(2)) = u(x,y) y S(f(2)) = v(z,y). De acuerdo a la necesidad, se puede jugar con
diferentes puntos de vista equivalentes.

I.2.1. Representaciones Graficas de Funciones Complejas

Para poder comprender la acciéon de una funcién compleja, es en muchos casos necesario visualizar grafi-
camente. Recordando los cursos de Célculo, las graficas de los grafos son recursos valiosos que permiten
estudiar las funciones reales, pero en el caso de los grafos de funciones complejas no se los puede representar
graficamente, porque hacen parte de un espacio de cuatro dimensiones. Sin embargo tenemos los siguientes
recursos para representar la funciéon compleja en cuestion:
e Griéfica del grafo de la funcién g : U C R? — R, donde g es por ejemplo: la parte real de f, la parte
imaginaria de f, el médulo de f.

e Grifica de la transformacién o mapeo. Util para entender la accién geométrica.

e Gréfica del campo de vectores asociado. Util en aplicaciones fisicas.

Ejemplos

1. Consideremos la funcién f(z) = (2 +0,2)2. En la figura 1.2.1, vemos las gréficas de los grafos de Rf(z),
Sf(z) v |f(2)]- En la figura 1.2.2; la grafica de la transformacién. Si un punto z; comienza a moverse
a lo largo de una curva -, entonces el punto imagen w; se moverd a lo largo de la curva f(7); si un
punto zs estd dentro una superficie H, entonces el punto imagen ws estard dentro una superficie f(H).
En la figura 1.2.3 observamos la gréfica del campo de vectores asociado a la funcién f(z).

I[.2.2. Funciones Complejas Remarcables

Las funciones elementales estudiadas en los cursos de Calculo y el Primer Ano de Analisis tienen su prolon-
gacién respectiva a una funcién compleja. Esta prolongacién es de tipo andlitico, que sera vista mas adelante.
Por el momento, nos contentaremos en conocer estas prolongaciones y adentrarnos al espiritu mismo de lo
que significa prolongacion.
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Figura 1.2.4: Funcién Lineal no Nula

Funciones Polinomiales y Racionales

Al igual que en el caso real, una funcién p : C — C es polinomial, si p(2) = a,2" +a,_12" "+ +a12 +ag,
donde los a; € C. Este tipo de funciones es siempre continua, porque solamente intervienen adiciones y
multiplicaciones y las reglas de célculo aseguran continuidad. Ejemplo

1. Consideremos la aplicacién polinomial f(z) = ¢z con ¢ # 0. Esta funcién es una aplicacién C-lineal, y
vista como una aplicacién lineal de R? en R? es una similitud. Ver seccién precedente y figura 1.2.4.

En la construccién de los nimeros complejos, hemos visto que la multiplicacién estd asociada a la com-
posicién de similitudes del plano real. Por lo tanto, las aplicaciones lineales complejas, desde el punto de
vista real, son similitudes. La interrogante es como reconocer si una una transformacion lineal del plano real
es una aplicacién C — lineal.

Proposicién 1.2.1 Sea f : R? — R? lineal. Entonces f es C lineal, si y solamente si f es una similitud o
la aplicacion nula.

Demostracion.- < ya visto.
= Si f = 0 estd demostrado, sino la matriz de f es

(¢ 4)

con a, b, ¢, d no todos nulos. La imagen de 1 = (1,0) es (a,c) y la imagen de i = (0,1) es (b,d). Como f es C
lineal, se tiene

por lo que

de donde a =d y b = —c. Es decir f es una similitud.
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!

3

Figura 1.2.5: Funciéon Exponencial

Las funciones racionales son de la forma

donde p(z) y ¢(z) son funciones polinomiales. Son continuas sobre C, excepto en los puntos donde g(z) se
anula.

La Funcién Exponencial Compleja

Definicién 1.2.1 La funcion expe : C — C, estd dada por

exp c(z + iy) = e®(cosy + isiny) = e**(cos(Jz) + isin(Iz)).

Una verificacién, nos muestra que si z € R, se tiene expg(z) = expgr(z), por lo que podemos escribir
simplemente exp en lugar de exp¢ 0 expg, e interpretar exp de acuerdo al contexto. En la figura 1.2.5 vemos
la accién de la funcién exponencial. Observando la definicién de la exponencial, se ve que es una similitud
de razén e** y dngulo 3z.

Proposicion 1.2.2 La funcion exponencial compleja satisface:
1. exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2),
2. exp(z) #, Vz € C.

3. exp(z1) = exp(z2) siy solamente si zy — z2 = 2ink, k € Z.
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y| | I

\

0
Figura 1.2.6: Imagen de una Banda

Demostracion.- Ejercicio.
a

La prolongacion a C de la exponencial, conserva casi todas las propiedades de la funcién exponencial real,
excepto la inyectividad. En el caso real la inyectividad asegura la existencia de una inversa continua. En el
caso complejo nos debemos arreglarnos para construir una funciéon que cumpla el papel de funcién inversa,
tal como se hizo con las funciones arc cos, arcsin en el Primer Curso de Anélisis.

I.2.3. El Logaritmo Complejo

Como se ha visto mas arriba, la funcién exponencial no es inyectiva. Por lo tanto si queremos construir
una inversa debemos restringir C a un dominio {2 donde exp sea inyectiva, pero al mismo tiempo la imagen
exp(Q2) sea lo mds grande posible. Por el punto 3 de la proposicién 1.2.1, Q debe ser una banda de ancho
2im, sin los bordes, para la funcién inversa sea continua. La imagen del borde de €2 es una curva simple que
une el origen con el infinito. Ver figura 1.2.6. En consecuencia, sea 0 C C una banda de ancho 2im sin sus
bordes. De donde exp : 0 — C — [ es biyectiva, donde [ es una curva simple que une O con co. Tenemos

exp(z) = % (cos(32) + sin(32)) = w,

Pasando a los médulos, se obtiene

e = ‘w| )

de donde Rz = logg (Jw|). La determinacién de Sz, pasa por la definicién de una nueva funcién.
Definicién 1.2.2  Una determinaciéon del argumento es darse una curva simple I que une O con oo y
una funcion arg : C — 1 — R C C continua tal que

z = |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z)), Vze C-—1.

Remarcas

1. Una determinacion del argumento arg : C — [ — C estd enteramente determinada por el valor de
arg(zp), donde 2, € C.
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2. La determinacién principal del argumento es aquella donde

l=]—00,0] CRy arg(l) =0.

3. A menos que se diga lo contrario, se toma la determinacién principal del argumento.

4. Siarg, yarg, y z € Cen el cual ambas determinaciones estan definidas, entonces una simple verificacion
da arg,(z) — argy(z) = 2imk, con k entero.

Regresemos a la construccién de la inversa de exp. Tenemos
Sz = arg(w),
donde arg : C — [ — R es una determinacién del argumento.

Definicién 1.2.3 Una determinacién del logaritmo es darse una determinacion del argumento arg :
C—-1—Cyla funcion loge : C — 1 — C dada por

loge(z) = logr(|z|) +iarg(z), ze€C-—1.

Remarcas.-

1. La determinacién principal del logaritmo, estd dada por la determinacién principal del argumento. A
menos que se diga lo contrario, la opcién por defecto es la determinacién principal del logaritmo. La
determinacién principal prolonga al logaritmo real.

2. Para no recargar notacion se puede utilizar log para denotar la determinacién del logaritmo y o el
logaritmo real. Todo depende del contexto.

Proposicion 1.2.3 Una determinacion del logaritmo log : C — 1 — C, verifica:
1. exp(logz) =2, Vze C—1L.

2. log(exp(z)) = z + 2wk, k entero.

Demostracién.- Ejercicio.

Potencias

Recordamos:
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Para a € C, se define
2% = exp(alog 2).

Se puede mostrar que esta definicion es compatible con otras definiciones sobre potencias. Por ejemplo cuando
« es entero.

Remarca.- Si bien 2% estd definida sobre un conjunto C — [, se puede prolongar a algunos puntos de [ por
continuidad.

Ejemplo
3.- Veamos el caso o = 1/2. Tenemos

212 = exp(1/21og(z)) =exp(1/2log |z| + (1/2)iarg(z))
= V/Izl(cos((1/2) arg(2)) + isin((1/2) arg(2)))-

Ahora bien lim z'/2 = 0, de donde podemos prolongar la funcién z'/? al punto z = 0, planteando

z—0
01/2 = 0.

Funciones Exponenciales

Siguiendo la misma linea del Primer Afio de Anélisis, definimos
a® = exp(zloga),

donde log es una determinacién del logaritmo, (para la cual el valor de loga existe.

Remarcas.-
1. A menudo se encuentran expresiones de la forma e*. Nosotros interpretaremos como

e® = exp(z).
2. Las definiciones del argumento, logaritmo, potencia pasan por las definiciones de determinacién. Es
decir, para obtener funciones continuas, es necesario quitar del plano complejo C una curva simple que

une el origen con el infinito. Sin embargo, mediante las superficies de Riemann es posible construir
estas funciones, sin necesidad de hacer cortes en el plano Complejo.

I[.2.4. Funciones Trigonométricas Complejas

Definicion 1.2.4

. iz —iz
sincz = S5,
iz —iz
coscz = &E—,
__ sincz
tanc z = cose 2
__ cosc 2
cotc 2 = Sinéz,
_ 1
secc 2 = cose
csce 2 =1

sinc z °
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Proposiciéon 1.2.4 Las funciones sing y cosc verifican:
i) sing(z) = sing(z), cosc(z) = sing(z) para todo z € R.

i) sinZ(z) + cosi(z) = 1.

Demostracién.- Ejercicio.
O

Como las funciones trigonométricas complejas son prolongaciones de las funciones trigonométricas reales,
utilizaremos los simbolos usuales para identificarlas. Mdas todavia las funciones trigonométricas conservan
propieades de aditividad, etc.

Funciones Trigonométricas Inversas

En lugar de hablar de funciones trigonométricas inversas, es preferible hablar de determinaciones de funciones
trigonométricas inversas. Veremos mas adelante.

1.3. Funciones Diferenciables

Como para las funciones reales, se tiene para las funciones complejas varias maneras de definir la diferencia-
bilidad de una funcién f: U C C — C. Nosotros utilizaremos:
Definicién 1.3.1  Una funcion f : U — C, U C C abierto, es diferenciable en el punto zg € U, si

f(z) = f(#0)

Zlinzlo P 1 (20) (1.3.1)
donde f'(z) € C. O bien
f(z) = f(z0) + f'(20) - (z = 20) + p(2, 20) - (2 — 20) (1.3.2)

con lim p(z,z9) =0.

zZ—20

Ambas definiciones son ttiles. La primera tiene una éptica calculista, mientras que la segunda tiene una
optica geométrica.

En la definicién (I1.3.2), la derivada f’(zo) aparece como una aplicacién C-lineal. Por otro lado, si vemos
f:U CR? = R? para que f sea R-derivable en (x¢,o), se debe tener

— T

Fa3) = Foos ) + £ Ganson) (3

)+n@—xmy—umw«myxwmm» (133)

con ( )11’1(11 )r((x,y), (x0,¥0)) = (0,0). Escribiendo f(z,y) = (u(x,y),v(x,y)), se tiene
aj7y g wOwyO

ou ou

o ou
f@mm)=<ai &).

ox y

Utilizando la proposicién (I.2.1), se tiene el:
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Figura 1.3.1: Funcién continua, Cauchy-Rieman, pero no C-diferenciable

Teorema 1.3.1 (ecuaciones Cauchy-Riemann) Sea f: U — C, f = u +iv, U abierto de C. Entonces
f es C derivable en zo € U, si y solamente si f es R-derivable en zo y f'(20) es C-lineal, si y solamente f
es R-derivable en zg y

ou _ o
% - i”@ Ecuaciones de Cauchy-Riemann (1.3.4)
oy — Oz

Corolario 1.3.1 Sea f : U CC - C, f=u+iv. Si %, g—’;, % Yy g—z existen en un vecindario de zg, son

continuas en zoy satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Rieman, entonces f es C-derivable en C.

Demostracion.- Ejercicio.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann por si solas no aseguran la C diferenciabilidad.

Ejemplo
1. La funcién .
A 0
=4 EEsizl,
JG) 0siz=0.

es continua, tiene las derivadas parciales respecto a = e y y satisface en z = 0 las condiciones de
Cauchy-Riemann. Sin embargo, no es C-diferenciable. Ver figura 1.3.1.

2. La funcién exponencial exp es C-diferencible en todo C. En efecto, u(x,y) = e* cosy, v(z,y) = e*siny
son funciones cuyas derivadas parciales existen y son continuas. Ademaéas

/ [ €e¥cosy —e*siny
exp'(z,y) = (em siny e*cosy )
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satisface Cauchy-Riemann. Por lo tanto
exp’(z) = exp(z).

Se tiene las mismas reglas de calculo para la diferenciacién de funciones complejas; es decir, suma de funciones,
producto de funciones, composicién de funciones, etc.

1.3.1. Funciones Holomorfas

Definicién 1.3.2 Una funcion que es C-diferenciable en un abierto U se llama holomorfa en U. Un funcidn
es holomorfa en un punto zy si es holomorfa en un vecindario B(zp, €).

Proposicion 1.3.1 Sean 2, C C abiertos, [ : Q2 — C holomorfa. Supongamos que existe g : ' — Q con
gof=idqy fog=idg. Siademds g es R-derivable, entonces g es holomorfa y

en particular f'(a) # 0, para todo a € ().

Demostracién.- La derivada de la composicién de funciones de R? en R? da

g;‘(a)fclr, = IRQ.

Por lo tanto f! y 9}((1) son inversibles en tanto que aplicaciones lineales del plano real. Como f/ es C-lineal,
es un similitud. Las similitudes forman un grupo, por lo que, g}( a) € también una similitud y por lo tanto
C-lineal. En el lenguaje complejo esto se traduce a

g'(f(a) - f'(a) =1.

Ejemplo

3.- Sealog : C—1 — C una determinacién del logaritmo. Planteando ' = C—1y Q = log(£"), considerando
la funcién exponencial exp, mostrando que log es R-diferenciable (que dejamos como ejercicio), se tiene

que log es holomorfa y

oo L1 1
gZ_exp’(w)_exp(w)_z'

4.- Consideremos z%. Se tiene
2% = exp(alog 2),

composicion de funciones holomorfas, luego holomorfa. Determinemos su derivada.

o 1

2% = exp/(alog z)(alog z)’ = aexp(alogz)— = az® L.
z

La tabla de derivadas de las funciones complejas es muy similar a la tabla de derivadas de las funciones
reales.
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Proposicién 1.3.2 Sea v :]a,b|— Q, diferenciable, donde Q@ C C abierto y sea f : Q@ — C holomorfa.
Entonces

(for) (1) = F'(3(1) -7/ (¥)
donde /' (£) = 74 () + i4(t).

Demostracion.- Ejercicio.

I.4. Funciones Conformes

Suponemos conocidos los conceptos de dngulo orientado, Recordemos el concepto de dngulo orientado entre
curvas.

Sean «, 3;[0,1] — R? continuamente derivables. Suponemos o’(0) # 0, 3(0) # 0 y «(0),3(0) = a,
entonces por definicién

Z(a,B,a) = £(a(0), (0)) (L4.1)

Definicién 1.4.1 f:U C R? — R?, U abierto, es conforme, si f es R-derivable y si para todo o, 3 : [0,1] —
U continuamente derivable con a(0) = 5(0) =a € U y a/(0), 5(0) # 0, se tiene

L(a, B,a) = Z(foa, fop, f(a)).

Remarca.- La definicién de aplicacién conforme, implica automdticamente que f! es inversible para todo
a € U, sino no se podria medir los dngulos entre las curvas imagenes.

Como ejemplo de aplicaciones lineales que son conformes, tenemos las similitudes. La pregunta natural
que surge, es saber si hay otras aplicaciones lineales que conservan los dngulos en medida y orientacién.

Proposicién 1.4.1 A : R? — R? isomorfismo lineal. A respecta los dngulos en tamaiio y orientacion, si y
solamente si A es una similitud.

Demostracién.- < ya visto.
=. La matriz asociada a la aplicacién lineal es

a b
(%)
Consideremos los vectores ortonormales (1,0) y (0, 1), sus imégenes por A son (a,c) y (b,d) que son ortogo-

nales por hipétesis, de donde
ab+cd = 0.
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Figura [.4.1: Ejemplo de Funcién Conforme

a —d
det(c b)—O,

deducimos que (a,c) y (—d,b) son linealmente independientes, por lo tanto

Escribiendo esta ultima condicén como

—d =Xa
b =AXc

a A
A= <c —)\a>'

Como A conserva la orientacién, se tiene det A > 0, de donde A < 0. Finalmente viendo las imagenes de
(1,1) y (=1,1), se tiene que (a 4+ Ac,c¢ — Aa) y (—a + Ae, —c — Aa) son ortogonales, lo que se traduce

La matriz es de la forma

—a?+ N - N =N 1) (d®+P) =0,

de donde A = —1. La aplicacion lineal A es efectivamente una similitud.

Teorema 1.4.1 f:U — R? es conforme, si y solamente si f es holomorfa y f'(a) # 0 para todo a € U.

Demostracion.- f es conforme, si y solamente si f! respecta los dngulos en sentido y orientacién Va € U;
si y solamente si f! es un isomorfismo C-lineal; si y solamente si f es holomorfa y f’'(a) # 0 Va € C.

O

En la figura 1.4.1, se observa la accién de la aplicacién f(z) = (z + 0,2)2, apreciando la conservacién de
los angulos en tamano y sentido.
Como un ejemplo de familia de funciones conformes estudiaremso con més detalle las homografias.
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1.4.1. Homografias

Definicién 1.4.2 Una transformacién homografica es una expresion de la forma

az+b

a b
w(z)_cz—i—d condet(C d);«éO.

Remarcamos que las homograffas pueden prolongarse al plano complejo acabado C asf

w:C —

az+b x

g siz#d/e
e siz=o00
00 siz=d/c.

N
1
—

Por otro lado, una homografia, puede ser inducida por una matriz de 2 x 2 inversible

a b az+b
A= (c d) WwA(z)_chrd'

En efecto, consideremos el siguiente diagrama

C? —{(0,0)} C
(u1,ug) — w=z
A | det A#0 wa(z)
€2 —{(0,0)} C
(v1,v2) — q=z
Es facil verificar que
wa =wy < A=A, con \#0. (I.4.2)

Proposicion 1.4.2 Se tiene las siguientes propiedades:
1. La composicion de transformaciones homogrdficas es una transformacion homogrdfica.

A induce wy

. = A’A induce war o w4.
A" induce w4 } A A

2. wa es inversible y su inversa w4-1.
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Demostracion.- El punto (1), sean
_{a b ,fad Y
() -0 0)

az+b a + b
cz+d’ T+ d

Se tiene

wp =

Por lo tanto

_ az+b
war o U}A(Z) =wa (cz-i-d)
o gty
Teld
_ (a'a+b'c)z+(a’b+b'd) _
T (ca+d'c)z+(c'b+d'd) T wA/OA(Z)'

El punto (2), es consecuencia de waoa—1 = Wy = WA O WA-1.

O

Como consecuencia directa de la ultima proposicién, el conjunto de las homografias es un subgrupo de
las funciones biyectivas de C en C, que contiene otros subgrupos de transformaciones del plano complejo.

Proposicion 1.4.3 Una homografia puede escribirse como composicion de:
o Similitudes z — az, a # 0.
e Traslaciones z — z + c.

e [nversiones complejas z — %

Demostracion.- Consideremos una homografia

ésta se puede escribir como:
B

cz+d’
con A, B € C. Por consiguiente, w = f5 o fy0 f3o foo fi, donde

w(z) =A+

(2)
f2(2) = z + b traslacién,
1
fa(z) = 2 inversién compleja,
fa(z) = Bz similitud,
f5(2) = z + A traslacién.

Teorema 1.4.2 Una homografia envia circunferencias y rectas sobre circunferencias o rectas.
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Demostracion.- Por la proposiciéon que precede, es suficiente mostrar que la inversion compleja envia
circunferencias y rectas sobre circunferencias o rectas; ya que las similitudes y traslaciones conservan las
rectas y circunferencias.

Como z — Z es una simetria respecto a la recta real R, es suficiente mostrar el teorema para la funcién

z—1/z.
Ahora bien,
1 z
f Z2)= - = —>5;
(2) = - P
distinguimos los siguientes casos:
i) Recta por el origen
; f(recta) = recta.
ii) Origen fuera de la circunferencia.
(OT)?> =OM -OM’
[(C0) [ —— 1 oM’
i Of(M) = == = —
OM o1
. " = f(M) se obtiene a partir de M’ por homotecia de razén 1/@2
M
O
iii) Circunferencia que pasa por el origen.
9 AOM A es un triangulo rectangulo, porque OM es el didmetro de
w la circunferencia.
A N
" OA-OA'=1y OM -OM’ =1, de donde

ANOMA ~ AOA'M.

ZOM’'A’ es recto, luego la imagen de la circunferencia es una
recta.
iv) Recta que no pasa por el origen.

z — L es biyectiva, aplicar el caso iii).
z
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v) Origen en el interior de la circunferencia.

Fijamos @, tenemos OP - OQ = ), también OM - OM’ = \

ﬁ% f(M)y=M",OM -OM" =1, de donde
Q
"

OM" = %OM’.

De donde f(M) = —-AM’.

Proposicién 1.4.4 Sean z1, 22, z3 elementos distintos de C y 2z}, 2}, 2 otra terna de elementos distintos de
C. Entonces, existe una sola transformacion homogrdfica w tal que

w(z) =w(z), i=123.

7

Demostracién.- Primero, vamos a mostrar el caso en que z; = 1, 25 = 0y 25 = 00, se tiene tres situaciones:

i) 21 # 00, 20 £00y 23 # 0

zZ—Z2
w(z) = ;==
Z1—2Z3
ii) z3 =0
zZ — Z9
w(z) = P
iii) 25 = 00
Z1 — Z3
w(z) = o
iv) z3 =00
- Z — Z9
w(z) = P

Para la existencia en el caso general, consideramos las homografias:

w 21,290,253 — 1,0,00
!

w2y, 2,25 — 1,0,00
de donde (w’)~! o w es la homografia pedida.
Para la unicidad, mostreremos primero que si w(0) = 0, w(l) = 1 y w(co) = o0, entonces w = id. En

efecto, la homografia puede escribirse
az+b

w(z) =
para z = 0, se tiene b/d = 0, por lo tanto b = 0, Para z = oo, se tiene a/c = 0o, de donde ¢ = 0. Por ultimo,
w(1l) =a/d =1, tomando d = 1, se tiene
w(z) = z.
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Figura 1.4.2: Transformacién de Cayley

Ahora veamos el caso general. Sean w,w’ : z1, 22, 23 — 21, 2}, 25 dos homografias. Consideremos las homo-
grafias: w: 0,1,00 —: 21,29,23 y W: 0,1,00 — 2, 2, z4. Por consiguiente las homografias

wowow: 0,1,00—0,1,c0.
N ;-

wow' ow: 0,1,00—0,1,00.

de donde W owow =id y o w’ ow = id, que escrito de otra forma

w=wlow '=w.
O
Ejemplo
1. Consideremos la transformacién de Cayley
z+1
w(z) = g

funcién ilustrada en la figura 1.4.2

La accion de esta transformacion en el plano complejo es convertir el eje imaginario en la circunferencia
unitaria y vice-versa.

I1.4.2. Representacion Conforme

Existen varios problemas de representacién conforme, entre los cuales tenemos:
1. Dada f: £ — C holomorfa, inyectiva y § abierto, determinar f ().
Para ilustrar este problema, estudiaremos un problema modelo.
Consideremos Q = {z| |Rz| <7, Sz >0}y f(z) =sinz.
La restriccién de sin z a esta region la convierte en una funcién inyectiva y conforme. En efecto

. . . . z1+t2z2, . 21— 22
sinz; =sinzy <= sinz; —sinzg =0 <= cos( 5 ) sin( 5

) =0;
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dee donde cos(2422) = 0 o sin(

#1522) = 0. Dejamos al estudiante, la verificacién de:

sinz =0 <~ z=km ke
cosz=0 < zzﬂT/zkﬂ', ke Z.
Por lo tanto,
21—22:27T]€,

sinz; =sinzy, < o (1.4.3)
214+ 22 =7(2k+1)

La equivalencia (I.4.3) nos asegura que la restriccién de sin a la semibanda superior 2 es inyectiva. Por
otro lado, en el interior de la banda sin z es conforme, por que cos z # 0, para todo z € €.

Ahora bien, la funcién sin z, en particular la restriccién de sin z sobre §2, es la composicién de cuatro

funciones:
fi(z) =1z,
fQ(Z) = ez’
fg(Z) =z - %7
falz) =g

El comportamiento de sin z, serd analizado a partir del comportamiento de cada una de estas funciones.
Denotamos Q1 = f1(€2), como f; es una rotacién de un dngulo recto, deducimos inmediatamente

O ={z€C||9z| <7y Rz <0}
Denotamos Qs = f2(€21), un simple ejercicio mostrard que
D ={zeC||z| <1}-]-1,0].

Denotamos 23 = f3(€22). Como no tenemos una idea clara de la accién de f3 sobre Q9, determinaremos
Q3 conociendo su borde a partir de la accién de f3 sobre el borde de €. El borde de €25 o frontera
es la unién de la circunferencia unitaria y el intervalo [—1,0]. Tenemos f3([—1,0[) = [0, +oo[ y para-

metrizando la circunferencia con e, obtenemos f3(e') = e’ — e~ por lo que f3(e't) = 2isint. En
consecuencia

Q3 = C — ([0, +o0[U2i[-1, 1]).
Denotando Q4 = f4(Q3), obtenemos finalmente que
sin(Q) = Qy =C — ([-1,1] U] — 00,0)).
En la figura 1.4.3 observamos la accién de la composicién de las cuatro funciones que dan sin z.

2. Sif:Q — Q holomorfa y biyectiva, determinar la funcién inversa. Consideremos el problema modelo,
analizar la determinacién

arcsin : C — ([—1,1] U 4] — 00,0]) » Q = {z € C||Rz| < 7 e Jz > 0}.

Por lo hecho en (1), tenemos
arcsin:fl_lofglofg_lofjl.

Explicitemos, cada una de estas funciones. Facilmente

fil(z) = 2iz.
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Figura 1.4.3: Representacion conforme de sin
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I.5.

Ahora, f3(w) = w — 1/w = z, de donde w? — wz — 1 = 0, ecuacién polinomial de segundo grado.
Esta ecuacién tiene dos raices: wi y wso que satisfacen wy + ws = z y wiwe = —1. Puesto que
f3:{z € Cl|z] < 1}-] = 1,0] —» C — (|0, +o0[U2i[—1,1]) se debe elegir aquella raiz w; que satisface
|w;| < 1. Un simple ejercicio con los médulos nos conduce a que existe a lo méds una raiz con esta
propiedad.

Explicitimos f5 ! aplicando la férmula cuadrética, obtenemos

z—Vz2+4
W= "—)

2
eligiendo como determinacién de
v 1 €C=1-C

donde | = [0,4+00) - z y |arg z| < 7. Una verificacién sobre la esta
determinacién dard |w| < 1. Por lo tanto
z—Vz2+4 J

—1
fit=

con ./ :C—1—-C,1=[0,400) 2y |argz| <.

Si bien, f5 ! ha sido explicitada en funcién de una determinacién de la raiz cuadrada que depende de z,
el teorema de la funcién inversa, ver parte A de este curso de Analisis de segundo afno y la proposicion
1.3.5, aseguran que fgl sea holomorfa. Trabajemos con f?jl ) f;l, tenemos

_ _ 2z ——422 +4
f31°f4 1(2): 2

Para no recargar y confundir determinaciones de la raiz cuadrada, podemos elegir una nueva determi-
nacién de la raiz cuadrada y tener una expresién simplificada

filofil(zm) =iz + V1 -2

donde /s una determinacion en la cual v/1 — 22 estd definida y ademas iz + /1 — 22 est4 en el disco
unitario.
fa 1(z) = log z con log como determinacién principal.

fil(z) = 2/i

Por lo tanto, podemos explicitar esta determinaciéon de arcsin

1
arcsin(z) = —log(iz + V1 — 22).
i

Integraciéon Compleja

Definicién 1.5.1  Un arco simple es una aplicacién de clase C* ~ : [a,b] — C, con v'(t) # 0 para todo
t € [a,b] e inyectiva.
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Definicién 1.5.2 f:Q — C, Q C C abierto, v : [a,b] — Q arco simple, se define

b
[z = [ @)@ (15.1)

Si escribimos f(z) = u(z) + iv(2) y v(t) = 11 (t) + iv2(t), la relacién (1.5.1), se convierte en
b

b
/f(Z) dz:/ (U(v(t))vi(t)—v(v(t))vé(t))dtﬂ/ (u(y(0)va(t) + v(v(E)n (L)) dt (L5.2)

a

Remarca.- Sea v : [a,b] — C un arco simple. Sobre I = v([a, b]), se puede definir un orden:

b
’ ®
21,29 €T, 21 = y(t1) 22 = y(t2), t,
71 S zp = t1 <o v@
ty
- z,

Definicién 1.5.3  Sea v : [a,b] — C arco simple. Una particion o subdivision P de I' = ~([a,b]) es una
sucesion finita y ordenada

P={y(a)=2 <z < - <cp=~(b)}
O(P) = mix {|z — 2x1}

es la norma de la subdivision P.

Proposicién 1.5.1 Sea v : [a,b] — C arco simple, p={a=1t, <ty <--- <t, =b} division o particion de
[a,b]. Sea
P={y(a) <~y(t1) <+ <7(ta)}

particion de T, entonces ey, ¢ y C reales estrictamente positivos (independientes de las particiones) tales que
i) 0(P) < cd(p),
ii) 8(P) < e = d(p) < CO(P).

Demostracién.- Mostremos el punto (i). Consideremos las diferencias y(tx+1) —(tx), aplicando el teorema
de los incrementos finitos a cada una de las componentes, se tiene

V(tkr1) = v(tk) = (1) +172(Ck)) (Ersr — tr)

con &, Cx € (tg,tk+1). Puesto que 7' es continua por hipétesis, cada una de sus componentes alcanza sus
cotas. Por lo tanto

[V (trt1) — Y(tk)] < c(thrr — t) < cd(p).
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donde

¢ = \//(mdix |y (6))? + (iix 5 (0)])?

Por la definiciéon de méx y sup obtenemos
5(P) < c3(p).

Mostremos el segundo punto. Por hip6tesis 7/(¢) # 0 y por continuidad de +/, se tiene

min ¥ (t)] =a > 0.
min /(0

Afirmamos que existe §y > 0 tal que |t — t'| < dg, se tiene

171 (t) + 75 (t)] <

v 2

En efecto

@) + @) =)

Por la continuidad de 7/, en particular de ~1, existe g > 0 tal que |t — ¢'| < do, implica|y] (¢) — 1 ()| < a/2,
de donde, para [t — /| < dg, se tiene

(07
Vi () + ()] > 5

Al igual que en (i), se muestra que si 6(p) < Jo, se tiene
8(P) = S3(p).

Como + es inyectiva, la restriccién de v : [a,b] — T es biyectiva, por lo tanto, utilizando el mismo procedi-
miento que (i), se muestra que v~ : I' — [a, b] es continua, es decir que V& > 0, Je > 0 tal que |z — 2| < ey
z,2z" € T implica |t — t'| < e. En particular para dp, existe €.

|

Corolario 1.5.1 Sea 7y : [a,b] — C arco simple, p={a =1, < t; < --- < t, = b} division o particién de
[a,b]. Sea
P={y(a) <y(t1) <--- <7(tn)}
particion de I', entonces
d(p) = 0 <= 4(P)— 0.

Teorema 1.5.1 Sean v : [a,b] — Q arco simple, f:Q — C continua, P denota particion de T, entonces

n b
5(%20 (Z J(zr-1) (2 — Zk—l)) = /a f(z)dz. (1.5.3)

k=1



30 CAPITULO I. VARIABLE COMPLEJA

Demostracion.- Se tiene:

dohet fu—1) (e — 25-1) = 2y FOY(te-1) (v (tk) — v(tk-1))
=3 ey FOY(tem))Y (th1) Otk + 3oy 7tk te—1) 0t

Por la diferenciabilidad de v, se tiene r(¢x, tx—1)/ [tk — tk—1] — 0, cuando d(p) — 0. Por lo tanto, para d(p)
suficientemente pequefio |r(tg,trx—1)| < €(tx — tk—1), para un € > 0, dado. De donde

n
> r(trote-1)dtk| < e(b—a).
k=1
Lo que significa, de acuerdo al corolario precedente que
n
lim T(tk,tk_l)(;tk =0.
§(P)—0 —1

Por otro lado,

n

Z FOr(ti=1))7' (tk—1) 6t

k=1

es una suma de Riemann y por las hipdtesis de continuidad de f y 7/, se tiene

n b
tim S 1Ot ()it = [ SO0 @) dr

6(P)—0 1
(|
Corolario 1.5.2 f7 f(2)dz depende solamente de T y del orden de T.
Definicién 1.5.4  Un recorrido C es darse arcos simples 7y; : [a;, ;] — C, i =1,...,k con v(b;) = v(ai41).

Escribimos C =y +v2 + -+ Yk

Definicién 1.5.5 Sea C =1 + 2 + - v, un recorrido, se define

[t~ [ @i [ gtk [ s

Tk

Ejemplo

1. Consideremos f(z) = 1/z y y(t) = € con 0 < t < 27 define un recorrido, no un arco simple. El
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recorrido es la circunferencia unitaria, que es la suma de los arcos simples:

1) =et, telo,n];
v (t) =€, te[r2n].

de donde
/||1f<Z) dz = f,n f(2) dz+f72 f(2)dz
= foﬁ fetyiet dt + f:w Fleityielt dt

27 . .
=5 Liett dt = 2ir.
[

Proposicién 1.5.2 Sea f : Q — C continua tal que existe una funcién F : Q — C holomorfa con F'(z) =
f(2) para todo z € Q. (F se llama primitiva de f). Sea v : [a,b] — Q un arco simple. Entonces

[ #az = F(B) - Fa),
donde A =~(a) y B =(b).

Demostracion.- Por un lado tenemos, aplicando la regla de derivacién para la composicién de funciones

d F(y(t))

o = E0) A1) =0 (0) A @)

Por otro lado, el Segundo Teorema del Célculo Integral da

b b
o) - Fo@) = [ 0w i) - [ e

a

Definicién 1.5.6 Sea I' = v1 + - -+ + v un recorrido. Se dice que I' es un recorrido cerrado o contorno si
Y1(a1) = ~(bk)

Corolario 1.5.3 Si T es un contorno dentro de 2 C C abierto y f : Q — C continua que admite primitiva,

entonces
/ f(z)dz=0.
r
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Demostracion.- Utilizando la definicién de integral para recorridos y la proposiciéon precedente, se tiene

[1Ga = [, 1 s [, G st ] ()

= (F(B1) — F(Ay)) + (F(B2) — F(A2))
+- 4 (F(Bg) — F(Ax))

= F(By) — F(Ag) = 0. .

Corolario 1.5.4 La funcién f:C—{0} — C dada por f(z) =1/z no admite primitiva.
Ejemplos

2.- Consideremos la funcién f(z) = 2™ con m natural. F(z) = z™*!/(m + 1) es una primitiva, de donde

,Zo

2.- Si bien, 1/z no admite primitiva sobre = C — {0}, podemos restringir {2 de manera que esta funcién
admita primitiva. Por ejemplo, considerando €3 = C—| — 00, 0], la determinacion principal de log es
una primitiva. Tomando Q3 : C — [0, +00], la determinacién log, : Q3 — C con arg,(—1) = 7. Por lo
tanto, podemos evaluar fz:l % dz tomando la circunferencia como el recorrido v; + v donde

por lo tanto
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Proposicién 1.5.3 (cambio de variable) Si f:Q — C continua, g : U — Q holomorfa y v : [a,b] = U

arco simple, entonces
f(z)dz = / F@(O)g'(C) de.
goy Yy

Demostracion.- Se tiene
IRCE = J2 Hlgor®) - (gon) (t)di
goy

= J) Fla(r(®)) - (¢’ (4(1)) - 7' (®) dt
= [,(fog)(r(®) - g'(x(8) v () dt = [ (f o 9)() - ¢ (2) d=.

Ejemplo

4.- Consideremos nuevamente la integral f\z\:l % dz. Planteamos g(z) = e* que es una funcién holomorfa y
v :10,27] — C con ~(t) = t, obtenemos

1 1 .
/ —dz:/ 7@'6”6[22i/dz:iz%7T = 2im.
lz|=1 % v € 8!

211

Proposicién 1.5.4 Sea f: Q — C continua, v : [a,b] — Q arco simple. Entonces
s py—o (X pey |2k — 2k—1]) f |7/ (t)] dt = L : longitud del arco. (I.5.4)
[, () de| < ML M = méxiciay 1 (4(0) (L5.5)

donde P denota particiones o subdivisiones de y([a, b))

Demostracion.- Demostracion.- El punto 1.5.4 ya ha sido visto en el curso de Geometria, dejamos como
ejercicio el repaso de la demostracion.
Demostremos el punto 1.5.5. Por el teorema 1.5.1, se tiene

Zf 2k) (2 — 2K-1)| -

zl = lim
§(P)—0

Por otro lado

n

E Zk Zk_zkl

k=1

n n
SZ Z)"|Z]c—zk,1|SMZ|Z]€—Z]€,1|§M-L.
k=1 k=1

Pasando al limite obtenemos la desigualdad 1.5.5.
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]

Proposicion 1.5.5 Sea 2 C C abierto, ' =~y + -+ - + v C C un recorrido.

i) Si fn, : Q — C una sucesion de funciones continuas que convergen simplemente a f : Q — C y uniforme-
mente sobre ', entonces

/f(z) dz= lim [ f,(2)dz.
r r

n—oo

ii) Si F: Q x U — C funcién con U C C abierto tal que para todo u € U fijo la funcion z — F(z,u) es
continua y si F(z,u) — F(z,ug) uniformemente sobre T' cuando v — ug € U entonces

lim [ F(z,u)dz = / F(z,up) dz.

uU—uqg T T

Demostracién.- Mostremos el punto (i). La convergencia uniforme, significa que Ve > 0, 3N tal que n > N
= Vz el |fu(2) — f(2)| < e. De donde

/an(z)dz—/rf(z)dz

El punto (ii), la convergencia uniforme, significa que Ve > 0, 36 > 0 tal que |u — ug| < § implica que Vz € T
se tiene |F(z,u) — F(z,up)| < €, de donde

/FF(z,u) dz—/FF(z,uo)dz

< el.

/ (ful2) — 1(2)) dz
I

< elL.

Definicién 1.5.7 Un recorrido T' = v1 + - - - + 7y, se dice de tipo H-V (horizontal-vertical) si R(v;) = C o
S(vi) =C.

Proposicién 1.5.6 Sea f : Q — C continua, v;[a,b] — C arco simple, entonces Ye > 0, 3 recorrido H-V
Y1+ -+ tal que vi(ar) = (a) y e(be) = v(b) y ademds
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Demostracion.- Se requiere utilizar algunas propiedades topdlogicas del plano complejo, que en el momento
se enunciard sin demostracién, dejando éstas para el curso de topologia. Utilizando el hecho que v([a,b]) es
un compacto, se muestra mediante la nocién de recubrimiento, que existe K C ) compacto, tal que I' C K°.
(Esta es la parte topoldgica). La demostraciéon asegura que existe n > 0 tal que D(z,n) C K° para todo
zel.

Como K es compacto, f es uniformemente continua sobre K, por lo tanto para € > dado, existe d(¢’) > 0
tal que

2,2 e Ky |z=2|<6() = |f(z) — f(2)] < €.

Podemos suponer también que §(e') < 1.
Ahora consideremos p = {a = tp < t; < -+ < t,,, = b} una subdivisién de [a, b] tal que §(P) < d6(¢'),
donde

P={zg=7(a) <z =7(t1) <+ <v(tm) = 2zm}, definimos los Zp4q
2, =2k + R(zps1 —2k), k=0,...,m—1.
Por hipétesis sobre §(P), d(€’) se tiene que los segmentos 232}, y ; Z,
k
2} 241 estan dentro K.
Si es necesario, reducir de tamanno 6(P), se puede suponer que
m—1
/f(z) dz— Y f(zr)(zrr1 — )| < € (1.5.6)
Y k=0
El recorrido H-V es de la forma Hy +V; +---Hy, 1 + Vi1, deducimos que:
f(2)dz — f(zx) (2} — 21) < €|z, — 2kl (L.5.7)
Hy
f(2)dz — f(z)(zht1 — 21) | < € |zigr — 2] (1.5.8)
Vi

Por lo tanto,

[reri= [ e

< |1 £ e = 7T (o, S 2+ fy, S(2)d2)
< S0 () (s = ) = F) (3 - 20) = [ (o = 4)|

€+ € Y 12 — 2l + s — #))
< S0 () = G v = #4))| + €1+ 20)

<€ Sy ekgn — 24|+ €(1+20)
< €(1+3L).

L es la longitud de . Tomando € = €/(1 + 3L) se tiene la proposicién.
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I.6. Un Teorema de Cauchy

Proposicién 1.6.1 Sea f: Q — C holomorfa, R ={z € Cla <Rz <b, ¢ <3z <d} C Q. Entonces

/aRf(z)dz:Q

Demostracién.- Suponemos del contorno (borde del rectdngulo) en sentido positivo.

Dividimos el rectangulo R en cuatro subrectangulos iguales R1, Ra, R3

v R4. Se tiene

R = = .
R 1= [soa= [ i@ [ feass [ e [ g

R R
oM 27 .
27|~ Se debe observar que las integrales de los lados comunes de los subrec-

tangulos se anulan, porque tienen sentido opuestos, quedando para el
célculo final los lados no compartidos.
Sea ji € {1,2,3,4} tal que

/R f()de| > ‘/R f(2) dz

Denotando por R! este subrectdngulo, Iy = [, f(z)dz.

i=1,2,3,4.

Por otro lado si p es el perimétro de R, se tiene que el perimétro p; de

R es igual a p/2 y si § es el didmetro de R, d; = §/2 es el diamétro de
R
Una verificacién sencilla da:

Podemos construir una sucesién de subrectinguloes RF, con k = 1,2,..., de manera que RFt! sea un
subrectangulo que divide en partes iguales a RF. Si denotamos por I, = ka f(2)dz, o, px €l diamétro y el
perimétro de R* se tiene

0 _p

2_k7 Pk = 2_k .

Utilizando el principio de los intervalos encajonados del primer Curso de Andlisis en la parte real e imaginaria
de la sucesiéon mostramos que

(1] <4 [L], o =

lim R* = {20}.
k—oo
Por hipétesis f es holomorfa, en particular f es C diferenciable en zy, de donde podemos escribir

f(2) = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + (2 — 20)7(2), con lim 7(z) =0.

2—20

Ahora bien para RF, se tiene

[ @d= [ e [ -z [ rGE-mde= [ Ee- )

RE RE RE
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por que f(20) v f'(20)(z — z0) tienen como primitivas f(z0)z v f'(20)(2 — 20)?/2 respectivamente y sus

integrales sobre contornos son nulas.
Por otro lado

|| =

/ r(2)(z — 2z0) dz| < pi - méx |r(2)(z — 20)]| .
RE 2ERK

Elijamos € > 0, entonces existe n > 0 tal que

|z — 20l <= |r(2)] <e,

més todavia, existe K € N tal que k > K se tiene R¥ C D(zo,7n).
Por consiguiente, para k > K, se tiene |z — zo| < ;v |7(2)| < €, de donde

)
1| < eprdr = 6%)

por lo que

d
| 1] §4k~ei—k = epd.

Esto significa que |I| = 0 y en consecuencia I = 0.

Definicién 1.6.1 Sea C = 71 + - -+ + Y un recorrido. Se dird que C es un recorrido simple si
i # j = vi(lai, bi]) Ny (lay, bs]) = 0,

excepto quizds v1(a1) = i (bk)-

Definicién 1.6.2 Se dira que C es un contorno simple o recorrido cerrado simple, si C =1 + -+ + v es

un recorrido simple con v1(a1) = vx(bg).

Interior de un Contorno Simple

Sea C un contorno simple. En el curso de topologia se muestra que existe R > 0 tal que C C B(0, R)

Sea zp ¢ B(0, R). Se dira que z estd en el interior de C, si
para todo camino v : [0,1] — C (v continua) con v(0) = z

y 7(1) = 2o, se tiene
~([0,1)NC#Dy 2 €C.
El interior de C es el conjunto
Int C = {z € C|z es un punto interior de C}.

La orientacion o sentido de C se elige de manera que el

interior de C esté a la izquierda de C.
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Definicién 1.6.3 D C C es un dominio simple si D es de la forma
D=CuUlntC,
donde C es un contorno simple.

Ejemplos

1. Un rectangulo R es un dominio simple

Un disco cerrado {z||z — 20| < r} es un dominio simple.

2.

3. Un corona {z|r < |z — 29| < R} no es un dominico simple.

Teorema 1.6.1 (Cauchy) Sea f:Q — C holomorfa, D C Q dominio simple, entonces

/BDf(Z)dz o,

JD orientada dejando el interior a la izquierda.

Demostracion.- Utilizando la proposicion 1.5.6, para € > 0, existe un recorrido cerrado H-V tal que

< €.

(2)dz = (2)dz
H-V

oD

Si es necesario afinar H-V, se puede suponer que es un re-

’ \\ - '
) - . corrido simple, lo que nos permite construir una cuadri-
culacién del interior de H-V en que los arcos de H-V son

lados de algiin o algunos rectangulos. Utilizando el mismo

1
1
argumento que la proposicién precedente, se tiene

’ /H_Vf(Z)dz=%;/Rif(Z)dZ=0,

N J \ /
por la proposiciéon precedente.
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Por consiguiente

(z)dz
oD

<€

cualquiera que sea ¢ > 0, por lo tanto el teorema es cierto.

Corolario 1.6.1 Si f : Q — C holomorfa, D C Q dominio simple, z1,z2 € D, 7;[a;,b;] — D arcos simples,
con y(a;) = z1 yvy(b;) = z2 con i =1,2. Entonces

(2) dz = 7, f(2) d=.

1
Demostracién.- Ejercicio.

Notacion.- Como la integral solo depende de las extremidades es vélida la notacién

/: f(z)dz = s f(z)d=.

Corolario 1.6.2 Sea f:Q — C, D C 2, entonces existe F : D — C holomorfa tal que F'(z) = f(z).

Demostracién.- Fijemos zg € D°. Planteamos

e = [ TF(0) d.

Mostremos que F' es holomorfa y que F'(z) = f(z). En efecto, con-

sideremos el cociente de Newton

ge) = PEREIZLEL (o5 ac [ 100y ac)

=L [ de

Supongamos que Az es lo suficientemente pequeno, para que z +
tAz € D parat € [0,1].

Por otro lado

£O) = F(2) + F()(C = 2) +7(C)  con lim —&)

Ly s B

de donde para, € > 0 dado, existe § > 0 tal que si |Az| < 4 se tiene

r(O] < elz—=(].
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El cociente de Newton se convierte

z+Az 2+Az Z+AZ
=52 [ kg [ rec-aeg [ o
=f(2)

=1Az f'(z)—0 |-|<e|Az|—0

si Az — 0 y tomando como arco, el segmento que une z con z + Az.

Corolario 1.6.3 Sean D dominio simple y D1,...,Dy C D° dominios simples con D; N D; = 0 si i # .
k
QD (D— | D;) abierto y f: Q — C holomorfa. Entonces
1

/ f(2)dz = f(z)dz+--- f(2)d=.
oD oD,

9Dy,

Demostracién.- Realizamos un corte del dominio simple D en dos subdominios simples: D y D de manera
que
los bordes de ambos caminos cubran en su totalidad los bordes

del dominio D y los dominios D;, ¢ = 1,..., k. Por lo tanto

0—/f dz+/f dz—/f dz—i—z dz
=1

porque f es holomorfa sobre los dominios D y D y la integrales se

anulan en los bordes comunes (diferentes sentidos de integracion)

Ejemplo

4.- Consideremos D dominio simple con 0 € D°, Dy = {z||z| < r} con r lo suficientemente pequeno de

manera que Dy C D° y por corolario que antecede deducimos que
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Corolario 1.6.4 Sea C un contorno simple y a € C, entonces:

1

zZ—a

agIntC <= [,A-dz=—.

acntC < [, dz = 2im,

Demostracion.- Ejercicio.

I.7. Foérmulas Integrales de Cauchy

Teorema 1.7.1 Sea f: Q — C holomorfa. D C Q dominio simpler, zo € D°. Entonces

feo) = 5= [ T g,

2 Jop (= 20

Demostracion.- Utilizando el corolario 1.6.8 y con r > 0 lo suficientemente pequeno se tiene

R (GRS SO
2im /aD (=20 de = 2w /C—zo—r (=20 d

La parametrizacién zy + re?™ de la circunferencia de centro zp y radio r da

1 f(©)

2 Jic—zol=r € — 20

1
d¢ = /0 f(zo + re®™) dt.

El valor de la segunda integral es independiente de 7, a condicién que la circunferencia esté dentro del
dominio.

Puesto que f es continua, se puede pasar al limite » — 0 y la independencia de la integral respecto a r
nos conduce a que

1 f©)

2im Jop ¢ — 20

1 ' 1
d¢ = h’n}) fzo +re*™)dt = / f(zo0)dt = f(z0).
=%Jo 0

Teorema 1.7.2 Sea f: Q — C holomorfa, D C Q dominio simple y z € D°. Entonces f es indefinidamente

C-derivable y
)y N f(©)
1) = G | sy
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Demostracién.- Por induccién; para n = 0 es el teorema precedente. Suponemos cierto para n — 1, sea
zo € D° que lo dejamos fijo.

Como zy € D°, existe r > 0 tal que D(zg,r) = {z]|z — 20| < r} C D. Consideremos el cociente de Newton
y apliquemos la hipétesis de inducciéon

(n—1) 2) — (n—1) z n — :
fOI(z) = f D (20) ‘1)'/373]8(0(@ i )leod(. 2 € D(zp,7) — {20}

z— 2o 2im -2 (¢ —z)"
Definamos la funcién ¢ : 9D x D(zp,r) — C dada por

p((2) = 1©) ((C%)n - (cflz{))n) =5 sl 2 # 20,
F(Q) e=igmer hbowsiz = zo.

La funcién ¢ es continua, lo que conduce a que

i LG SO E) ey
zlgrzlo z— 2o = hmz—’zo 2171 fap 4 Cv d¢
= oDt M. o(C2) dC

= <"2;i>’ Jop @, 20) dC

_fQ
- 217r f(’)D (C=zp)nFT dC

Teorema 1.7.3 (Morera) Sea f:Q — C continua tal que para todo recorrido simple C C §2

/C f(2) dz =

entonces [ es holomorfa sobre §2.

Demostracién.- Fijemos zg € €. Planteamos

donde ~ arco simple con v(a) = zp y v(b) = z. Por hipétesis F(z) no depende de v que une zg con z.
Si mostramos que F'(z) = f(z), por el teorema 1.7.2 F es indefinidamente derivable y por consiguiente
F"(z) = f'(2) y de donde f es holomorfa.

Ahora verifiquemos que F'(z) = f(z).

Consideremos el cociente de Newton, para Az lo suficientemente pequeno,

Fz+A2)—F(z) 1 [782
) -5 [ 1o

integrado sobre el segmento z + tAz, con 0 <t < 1.
Como f es continua, para ¢ > 0 fijo, existe § > 0 tal que |dz| < § implica que

|7 (2) — f(z +tA2)| < ¢

de donde

z+Az
[ U@ - o

<e.

z+Az
‘f(Z) e RGL
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1.8. Series Enteras

En el primer ano de anélisis se estudié a profundidad la nocién de series numéricas, al igual que las series de
funciones en el dmbito real. Las definiciones, propiedades son validas si se remplaza R por C, exceptuando
la nocién de C-derivabilidad que sera vista en esta secciéon. Por consiguiente es conveniente que el estudiante
no solo repase el curso de primer ano de anélis, sino que lo domine. La primera novedad

Teorema I1.8.1 (Weistrafl) Sea Q un dominio simple, {f, : Q@ — C} una sucesion de funciones holomor-
fas. Si f,, — f uniformemente sobre Q cuando n — oo, entonces f es holomorfa y f! — f' uniformente
sobre ) cuando n — oo.

Demostracién.- Consideremos I' contorno simple de 2, por la proposicién 1.5.5 se tiene

/f(z)dz:/ lim f,(2)dz= lim [ fu.(z)dz=0.
r r r

n—oo n—oo

El teorema de Morera implica que f es holomorfa sobre 2. Mostremos que f/, — f uniformemente. Sea
z € Q°, de donde podemos encontrar r > 0 tal que D(z,7) C Q. Aplicando la férmula integral de Cauchy se
obtiene

£(2) - £1(2) = 50 Jicmapmr B2 4,

FE) = £ = 2 e @ de] < Esupic_i, 1Q) — fulzeta)]

Por consiguiente la derivada converge uniformemente.

|
Recordemos lo que es una serie entera. Sea ag,aq,as, ... una sucesién de coefientes en C y z una variable
independiente, entonces
oo
E anz"™ = ag+ a1z + a2’ + - - (1.8.1)
n=0

se llama una serie entera. Sin ocuparnos de la cuestiéon de convergencia, estas series forman el algebra C[[z]]
de las series formales. Para la convergencia, tal como se dijo se retoma las definiciones dadas en el curso
de Primer Ano de Anilisis, con los respectivos criterios y condiciones de convergencia. Solo agregamos una
férmula para el radio de convergencia.

Proposicién 1.8.1 (Férmula de Hadamard) La serie de potencias con coeficientes {a,} C C tiene como
radio de convergencia

1
limsup,, _, o V/|an|

R=19¢ 0 s limsup, .. V/]an| =0 (Férmula de Hadamard)

oo si limsup,, . V/|an| = 0.

donde limsup |a,| = lim sup{|ax| |k > n}.
n—oo

n—0o0

Demostracién.- Ejercicio.
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o0
Teorema 1.8.2 Sea Y a,z" una serie entera de radio de convergencia R > 0. Entonces:
n=0

o0
i) > anz™ converge uniformemente sobre |z| <r, Vr < R.
n=0

o0
if) > a,z™ diverge sobre |z| > R.

n=0

iii) f(2) = > anz™ es holomorfa sobre |z| < R.
n=0

o)
iv) f'(z) = . nanz", converge uniformemente sobre |z| <r, Vr < R.
n=1

Demostracion.- Para los dos primeros puntos revisar el curso de andlisis de primer afio. Los puntos iii) y
iv) son consecuencia del teorema de Weirstraenunciado m4 arriba.

]

Definicién 1.8.1 Sea f: Q2 C C — R, zg € Q, f indefinidamente C derivable en zy, la serie de Taylor de
f en el punto zg es

(k)
ST fop(2) = fT(,ZO)(z — z)k.
k=0 :

Teorema 1.8.3 ((Cauchy-Taylor)) Sea f : Q — C holomorfa, zo € Q, R > 0 tal que D(z0, R) C Q.
Entonces

0 f(n)(,
fy = ey
n=0 .

uniformemente sobre D(zy, R).

Demostracién.- Sea D un dominio simple que contiene D(zg, R), esto es posible por  es un abierto.

D \;’— . ﬁ (2, R) Las férmulas integrales de Cauchy dan:
y "\\
- . _ 1 1
N \"4 0 S f(Z) - ﬂfap (= Ca
2675 ///,’\\// f(n)(ZO) = %fap 7(<7];(0C))n+1

Por otro lado

1 1 B 1 Ol (22
C_Z_C_ZO+ZO_Z_(C_ZO)(I_ﬂ)_C_ZOZ<<_ZO>

¢—20 n=0
porque |z — zg| < |¢ — zp| y ademés la convergencia es uniforme sobre el disco centrado en zy. Por consiguiente
se puede integrar término a término garantizando la convergencia uniforme de la serie

fz) = i% (/3 %w) (2 — 20)".

n=0
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|
[

RARAN AR S AR AR
[EnN

o

Figura 1.8.1: Polinomio de Taylor z — % =4+ Z;—; en RyenC

]

Remarca.-Acabamos de ver que una funcién que puede expresarse como una serie de potencias es holomorfa
y lo mismo una funcién holomorfa puede expresarse como serie de potencias. Las funciones que tienen esta
propiedad se llaman funciones analiticas; es decir que son indefinidamente derivables y que la serie de Taylor
de la funcién coincide con la funcién en la regién de convergencia.

Remarca.-Si f : £ — C es holomorfa, entonces el radio de convergencia de la serie de Taylor de f en el

punto zg € €2, esta dada por
diSt(Zo, 6(2),
verificacién que dejamos como ejercicio.

Ejemplo

1. La funcién y = arctanz es completamente lisa para —co < xoo. y no se comprenderia porque el
polinomio de Taylor no funciona fuera de [—1, 1], pero visto en C, recordando la seccién 1.4 vemos que
en la determinacién de arctan que no estd definida para =+i.

2. Consideremos la determinacién principal del logaritmo,

zd z d z
logz = J; TC} i 1+(<€1) = f12(1 —(¢ - 1)+ (¢ - 1)? =) d¢
=(z—1)— (2—21) + (2—31) _ (2—41) 4.

En la figura 1.8.2 se ve que la serie converge para |z — 1] < 1, lo que no es sorprendente, porque en
z = 0 log no esta definido.

1.8.1. Calculos con Series Enteras

A continuacién se enunciard algunas propiedades de las series enteras.

o0 o0

Proposicién 1.8.2 Sean f(z) = > anz™ y g(2) = > bnz, dos series con radios de convergencia p1 y pa
n=0 n=0

respectivamente. Entonces

FZ) +9(2) =) (an+bn)2", (1.8.2)
n=0

f(z)g(z) = Z aibn—i Zn’ (183)
n=0 \¢=0

las dos series, la suma y la producto, tienen un radio de convergencia p > min(py, p2).
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n=12

(z-1)2

Figura 1.8.2: Gréficas de parte real e imaginaria de (z — 1) — 5% + (G ) 4 (z=D°

2 3 n

Demostracion.- Ver demostraciones en el curso de Primer Ano de Anélisis.
O

Para determinar los coeficientes de la serie cociente f(z)/g(z), es suficiente conocer la serie 1/g(z) y se
puede dividir g(z) por el by = ¢g(0) # 0 y comenzar la serie g(z) por 1. Ademés podemos escribir los otros
coeficientes de la serie g(z) con signo —. Tenemos la proposicién:

Proposicién 1.8.3 Sea g(z) = 1+ Y,° | —b,2" una serie de radio de convergencia p > 0. Entonces los

coeficientes ¢; de la serie
1 oo
_ n
—( ) = E Cnz
z
9 n=0

satisfacen co =1 y
n—1
Cn = Ckbn_k + by (1.8.4)
k=1

y el radio de convergencia es no nulo.

Demostracion.- Para las relaciones recursivas dadas por (1.8.4) los productos de Cauchy de la serie producto
9(2).(1/g(z) = 1 dardn lo deseado. Mostremos ahora, que el radio de convergencia de la serie cociente es
mayor o igual a 1/2p. La férmula de Hadamard para el radio de convergencia p,asegura que la sucesién

‘bl‘ Vv |b2|v 3\/ |b3|7' e
son por ¢q > p, es decir |b,| < ¢™. Insertamos sucesivamente esta mayoracién en (I1.8.4) y tenemos

|Cl| S q,

lea] <@+ ¢% =242,

les] < 2¢° + ¢+ ¢* =443,

leal < 4q* +2¢" + ¢* + ¢* = 8¢"

De donde aplicando el criterio de la raiz n-sima, se tiene que 1/g(z) converge para |z| < 1/(2q).
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F(w)

Figura 1.8.3: Composicion de Series

O

Aparte de las operaciones aritméticas con series, se tiene la composicién de series enteras. Para ubicar el
problema, consideramos las series

f(z) = Zanz", glw) = Z bpw'™,
k=0 k=1

observamos que by = 0, para asegurar que ¢g(0) = 0 y buscamos determinar los coeficientes ¢, de la serie
F(w) = f(g(w)). Insertamos la segunda serie en la primera serie y se reordena la serie en potencias de w:

F(w) ap + ay (byw + bow? 4 bsw® + - - ) + ag(byw + bow? + baw® + -+ )2 4 -
= ap+ arbyw + (arby + asb?)w?* + (a1bs + 2asb1bs + azb?)w? 4 - -

2 3 4
= ag+ciw—+ cw® 4+ c3w” 4+ cgw +

Observamos nuevamente que los coeficientes de la nueva serie son determinados recursivamente por expre-
siones finitas, gracias a que by = 0, de coeficientes conocidos.

Para justificar que los reordenamientos son correctos y la prueba que la serie tiene un radio de convergencia
no nulo, mediante el criterio de la serie mayorante. Nuevamente la formula de Hadamard conduce a que

|an| < qn y ‘bn‘ Spn-

Substituimos z = pw + p?w? + p*w3 + -+ = pw/(1 — pw) para |w| < 1/p. Remplazamos z en la serie doble
obteniendo la mayoracién para la serie doble dada por 1+ gz + qz? + -+ = 1/(1 — qz) siempre y cuando
|2| < g. Remplazando en la mayoracién de la segunda serie, obtemos una mayoracién en funcién de w dada
por

mayoracién vélida si |w| < 1/(p(q + 1)).
Otro problema es el cdlculo de la serie entera de la funcién inversa de una serie entera. Sea w = f(z) con
wg = f(20) dada por un desarrollo
w—wy = a1(z— 2) +az(z — 2)? +asz(z — 2)> +---.

Se busca el desarrollo de la funcién inversa z = g(w) bajo la forma

2 — 29 = by (w — wp) + ba(w — wp)* + bg(w — wp)> + - -.
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Despueés de realizar traslaciones al origen, podemos suponer que zg y wgy ubicados en el origen, se tiene
por consiguiente w = f(g(w)) y utilizamos el reordenamiento de la serie composicién en potencias de w. Se
obtiene

w = alblw + (a1b2 + agb%)’lUQ + (a1b3 + 2a2b1b2 + agbi’)w?’ + -

comparando coeficientes, se tiene

1=a1b; = b
0=aiby + agb% = by
0= (11[)3 + 2a9b1bo + agb? = bg
0 = a1b,, + valores conocidos = b,.

La discusién de la convergencia utilizando el criterio de la serie mayorante es posible, ver H. Cartan 1.2.9,
pero muy complicada. La cuestion de la convergencia sera resuelta utilizando una ecuacién diferencial.
Sea F(w) = ag + a1w + agw? + agw® + - - - una funcién dada, se busca una funcién w = f(z) con

dw
- = F(w), w(0) =0,

remarcando que la traslacion del sistema de coordenadas al valor inicial ha sido ya realizada. Se plantea,
como de costumbre, w = by z 4 baz? + b3z® + - - - e remplazamos en la ecuacién diferencial. Se tiene

b4 2boz +3b322 + - = ag + a1 (biz + bo2? + ) Fag(brz +bp2® 4 )2 -,

Comparamos los coeficientes de la serie del lado izquierdo, con la del lado derecho, de donde

bl = Qo,
by = %Chbh
by = 5(015)2 + agb?),

En este caso el andlisis de la convergencia es sencillo, mayoramos los b; pasando a los modulos los a; y
remplazando los a; por una cota, proe ejemplo |a;| < ¢’. Esto quiere decir que hemos resuelto la ecuacién

diferencial J .
w
— =(14+w w4+ = ,  w(0)=0.
o, = (+we+ q+)1qu (0)
Esta tltima ecuacién es de tipo separable, ver curso de Primer Afio de Anélisis, obteniendo como solucidn,
despues de integrar e despejar w, teniendo el cuidado de verificar w(0) = 0, se obtiene

1-yI=2¢z
q

w =

solucién, cuya serie converge para |z| < 1/(2q).
Regresemos al caso de determinar la serie de la funcién inversa de w = f(z) = a1z + az2? + - - -. Se ti
1 22 . De tiene

dw
—— =ay +2a2 + 3azz> + - - -,
dz

por lo tanto, para la funcién inversa, se tiene

dz 1
== = =by+b boz? 4 -+ 1.8.5
dw a1 + 237 + Baz2® + - - o+ 012 + b22° + ) ( )
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donde los coeficientes b; se calculan mediante la serie cociente y esta serie como se ha visto converge. (1.8.5)
es una ecuacion diferencial que la resolvemos mediante el algoritmo planteado mas arriba.

Remarca.- En muchos casos solo se requiere determinar los primeros coeficientes de una serie, por lo que
es conveniente en estos casos utilizar desarrollos en serie limitados a un nimero finito de terminos y utilizar
la notacién o y O.

[.8.2. Teoremas de Unicidad y Prolongamiento Analitico

Definiciéon 1.8.2 Sea f : Q — C holomorfa, zg € Q. f tiene un cero de orden k en zg si

flzo) = f(z0) == 5 V() =0 y [ (z0) #0.

Proposicién 1.8.4 f : Q — C holomorfa, f tiene un cero de orden k en zy € 1 si y solamente si existe
g : Q — C holomorfa con g(zo) # 0 tal que

f(2) = (z = 20)"g(2).

Demostracion.- Ejercicio.

Teorema 1.8.4 Sea Q2 C C abierto conexo y f : Q — C holomorfa. Si f # 0, entonces todos los ceros de f
son puntos aislados; es decir, si f(zo) =0 Ir >0 tal que |z — zo| <7 f(2) =0 = z = 2.

Demostracion.- Mostraremos la contrareciproca “existe un cero no aislado de f, entonces f es identicamente
nula”

Si zg el cero no aislado de f, entonces para todo disco D(zg,7) C  f|p(z,r) = 0. En efecto, como
D(z9,7) C €, f puede escribirse como serie f(2) = ag + a1(z — 20) + aa(z — 20)® + -+ -, para |z — zp| < 7. Se
tiene queay = 0 para todo k, sino sea k el entero més pequeno tal que aj # 0 obteniendo

f(2) = (2 = 20)"(a + aps1(z = 20) + ) = (2 — 20)"g(2).

g(z) es holomorfa sobre el disco D(zg,7) y g(20) = ag. Por continuidad de g g(z) es diferente de 0 en un
vecindario de zg, por lo tanto zy serfa un cero aislado, lo que contradice que zg no sea un cero aislado. Como
ar, = 0 para todo k, se tiene f(z) = 0 sobre el disco D(zg, 7).

Ahora mostremos que f(z) = 0 para todo z € Q. Sea zp €  un cero no aislado. Puesto que €2 es un abierto
conexo, también es conexo por arcos. Sea 7y : [0,1] — R un arco tal que v(0) = zp y v(1) = z.
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Consideremos el subconjunto

I # () porque 0 € I. Por consiguiente al ser I no vacio y acota-
do admite un supremo 7. 7 > 0, en efecto en un disco D(z, )
la restriccién de f en la porcion del arco incluida en el disco es

identicamente nula. z; = y(7) es un cero de f por la continuidad

de vy f, en efecto es suficente hacer tender ¢t a 7 por la izquierda.
7 =1, porque si 7 < 1, se tendria que z; # z, en cualquier disco
D(z1,7) C Q 2 no es un cero aislado, por lo que f es identica-

J{O mente nula en este disco y en particular en la porcién del arco

incluida en ese disco y por lo tanto 7 no seria el supremo de I.

Corolario 1.8.1 Sea Q C C un abierto conexo, f,g : Q — C holomorfas. St E = {z|f(2) = g(2)} # 0 y
contiene un punto no aislado en Emismo, entonces f = g.

Corolario 1.8.2 Sea Q2 C C un abierto conexo, f : Q — C holomorfa. Si existe zg € Q tal que f(k)(zo) =0
para todo k > 0, entoces f = 0.

En base al teorema precedente y el primer corolario se tiene las bases para el principio de prolonga-
miento andlitico. Consideremos una funcién f : Q@ — C holomorfa, donde §2 es un abierto. Sea zy € 2. Por
consiguiente, f puede escribirse como una serie entera alrededor de z,

z) = Zan(z —20)"  |z— 20| <p,

donde p > es el radio de convergencia de la serie. Sea 21 # zp un punto dentro el disco |z — zg| < p, entonces
la substitucién z — zg = z — 21 + (21 — 20) en la serie permite

flz) = Zanz—zo Zan (21— 20) + (2 — 21))"
= szm (Z(n+k>an+k(zlzo)k>

m 0 k
= Z bp(z —z1)"
n=0

Remarcamos que las series de la primera fila y la tercera fila son reordenamientos de la serie de la segunda
fila que es una serie doble. El reordenamiento estd permitido porque para z fijo con |21 — zo| + |2 — 21| < p
la serie doble converge absolutamente; en efecto

oo
D lanl (12 = 21 + |21 = 20])

n=0
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Figura 1.8.4: Principio del Prolongamiento Analitico

converge absolutamente.

o0
La conclusién es que si |z — 21| < p — |21 — 20], la serie Y b,(z — 21)™ converge y representa la misma
n
funcién f(z). Pero es posible que el radio de convergencia sea mayor que p— |21 — 2| y por lo tanto converga

en una regién fuera del disco inicial. Viendo la Figura 1.8.4, la funcién f(z) ha sido prolongada de manera
tnica. Este procedimiento puede ser repetido y permite llenar una regién de mas en mas hasta llegar a
un borde natural. La unicidad del prolongamiento se garantiza en tanto que los discos llenan un dominio
simplemente conexo (sin huecos).

1.8.3. Otros Resultados de las Funciones Holomorfas

Por lo que se ha visto hasta ahora, las funciones holomorfas tienen un comportamiento ejemplar y previsible,
nada que ver con la palabra compleja. A continuacién presentamos una serie de teoremas que mostraran
cuan poderosa es la teoria de las funciones complejas.

Teorema 1.8.5 (Desigualdad de Cauchy) Sea f : Q@ — C holomorfa, donde Q es un abierto, zy € €,
R >0 con D(zp,R) CQ y M >0 tal que f(z) < M para todo z € D(zg, R).

f(z) = Zan(z —2z0)", |z — 20| <R,
n=0

Entonces:

ii) Si existe ng con an, = , entonces a, = 0 para todo n # ng, es decir f(z) = an,(z — 29)™.

M
Rno

Demostracion.- Sin perder generalidad podemos suponer que zp = 0. Sea < p < R y planteamos I(p) =
fo% ’f(ﬂeie)’2 df. Tenemos

oo
Fpe®) = Y anpne,
n=0
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2 o0 oo
/ (Z anpnenw) (Z ampme—mi9> do
0 n=0 m=0
o0 2T
Z andmpern </ ez(nfm)Q d0>
0

m,n=0
2 si m=n
0 sino

(o)
= 2772 lan|? p?" < 27M?, Vp < R.
n=0

=
>
I

Haciendo p — R, se tiene

> M
> lan* R? < M? = |a,| < T

n=0

Los calculos en la doble serie estan justificados porque trabajamos con una serie absolutamente convergente.

O
Definicién 1.8.3 Una funcidn entera es una funcidn f(z) holomorfa sobre todo el plano complejo C.

Teorema 1.8.6 (Teorema de Louiville) Toda funcién entera y acotada es constante.

Demostracion.- Sea M la cota es decir |f(z)] < M para todo z € C. Para todo R > 0 por la desigualdad
de Cauchy se tiene, para n > 1

M
|an|§ﬁ=>an:0,

de donde f(z) = ag.

Teorema 1.8.7 (Teorema del Valor Medio) Si f es holomorfa en un disco de radio r y centro z, enton-
ces

flz)= /127r/07r f(z4re'?)ds.

Demostracion.- Ejercicio.

Proposicién 1.8.5 Sea f holomorfa en un disco abierto D, continua en D. Si un punto ¢ € D es un punto
mdzimo de |f(z)|, entonces [ es constante en un vecindario de c.



1.8. SERIES ENTERAS 23

Demostracion.- Si f(c¢) = 0 el resultado es evidente. Sino planteamos M = |f(c)|. La hipdtesis sobre ¢
implica que exista R > 0 tal que para todo 0 < r < R se tenga |f(z)| < M para z = c+re'?, 0 <0 < 2r.

\\/ ' ~ /I I\
\
' f(2)/ N7

Observemos la imagen de esta circunferencia ubicada en el disco D(0, M). Mediante una rotacién llevamos
f(c) al eje real y despues de la sustraccién g(0) = f(z) — f(c) = f(c+re?) — f(c) este punto se convierte el
origen, ver figura mas arriba. Por el teorema del valor medio

/O%g(e) do = 0.

La curba g(f) € D(—M, M), por lo que R(g(#)) < 0, salvo si g(#) = 0. La continuidad de g y el valor de
la integral implican que R(g(¢) = 0 para todo #. Ahora bien, el tinico punto, donde el disco D(—M, M) en
cuestién toca el eje imaginario es O. De esta manera g(6) = 0 y como f(z) es constante sobre el borde de
D(c,r) la continuidad de f implica que f sea constante en este disco.

O

Teorema 1.8.8 (Principo del Maximo) Sea f : Q — C holomorfa no constante, D C Q dominio simple,
entonces para todo zg € D°

£ (20) < sup [f(z)].

2€0D

Demostracién.- Sea M = sup |f(z)]. Si los puntos méximos se encuentran sobre 9D, entonces el teorema
z€D
es correcto, sino existe ¢ € D° con |f(c)| = M. Consideremos el conjunto E = {z € D|f(z) = f(c)}, ahora

bien por la continuidad de f E es cerrado en D y por la proposicién precedente E es abierto en D, como D
es un dominio simple, por lo tanto conexo, £ = D lo que contradice la hipétesis de que f no es constante.

O

Teorema 1.8.9 (Fundamental del Algebra) Todo polinomio de grado mayor o igual a 1 y coeficientes
complejos
P(2) = ap2" + ap_12" 1+ 4+ ag

existe un z € C tal que p(z) = 0.

Demostracion.- Supongamos que el teorema no es correcto; es decir que existe un polinomio de grado
mayor o igual a 1 p(z) que no admita raices. Por lo tanto p(z) # 0 para todo z y la funcién f(z) = 1/p(z)
es entera.
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Figura 1.8.5: Demostracién Teorema de la Aplicacién Abierta

Por otro lado, se tiene que
lim f(z) =0,

Z—00

lo que significa que existe R > 0 tal que |z| > R = |f(2)| < 1. Para el disco D(0, R) aplicamos el principio
del maximo, con lo que la funcién f(z) es acotada. El teorema de Liouville implica que f(z) es constante, lo
que contradice que p sea un polinomio de grado mayor o igual a 1.

]

Teorema 1.8.10 (Teorema de la Funcién Abierta) Sea Q un abierto y f una funcién holomorfa no
constante, entonces para todo abierto U C Q0 f(U) es un abierto.

Demostracion.- Se debe mostrar que la imagen de un disco D(zg,d) contiene un disco D(f(zp),€). En el
caso en que f’(zg) # 0, la funcién es biyectiva en un vecindario de zg y el resultado es trivial.

El caso f'(z0) = 0, si es necesario realizar traslaciones, suponemos que zp = 0y f(z0) = 0 Sea a,, (n > 2)
el primer termino no nula de la serie de Taylor de f alrededor de 0. Podemos escribir

f(Z) = anzn(l + b1z + b222 + .- )

Veamos el caso en que todos los b, = 0. f(z) actua sobre un disco de radio § convirtiéndolo en un disco de
radio € = |a,|d", recorriendolo n veces. Es decir cada punto del disco D(0, €), a excepcién del origen, tiene
exactamente n preiméagenes.

El caso en que existen by no nulos, para |z| lo suficientemente pequeno, utilizando la serie binomial de
Newton, ver Curso Primer Ano de AnAlisis, se tiene

(T+biz4b2? 4+ )" =141z 42> + -,

de donde
f(z) =an(z(14 12+ 22° + )" = an(g(2))"

Sea & > 0, como ¢'(0) # 0, exite 6 > 0 tal que D(0,4) C 9(D(0,6)). Por tltimo, al elevar a la potencia n
estamos en el caso en que los by, son nulos. Por consiguiente € = |ay,| ™.

]
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1.9. Series de Laurent

En la secciéon precedente hemos estudiado el hecho que las funciones que son holomorfas sobre un disco,
admiten desarrollos en serie de potencias. En esta seccién se pretende generalizar este desarrollo en serie de
potencias a regiones mas generales.

Definicién 1.9.1 Sean a € C, 0 < r < R. La corona de centro a, radio inferior r y radio superior R es el
conjunto

Cla,r,R) ={z € Z|r < |z —a|] < R}.

Considermos una funcién f(z) holomorfa sobre una corona C(a, r, R), planteamos

P
P o
R N

ap = — /C SO 4 (1.9.1)

= 2ir Jo (C— o)

donde C es un recorrido cerrado dentro la corona, a € Int C'.

ar, no depende de C, consecuencia de uno de los corolarios del teorema de Cauchy. La serie de Laurent de f
respecto a la corona C(a,r, R) es

k=400 oo oo
Z ap(z —a)k = Za_k(z—a)7k+2ak(z—a)k. (1.9.2)
k=—o0 k=1 k=0

Teorema 1.9.1 Sean 0 < R; < Ry < 400, a € C y f holomorfa sobre la corona C(a, Ry, Rs). Entonces
para todo p1,p2 con Ry < p1 < p2 < Ra, se tiene

k=+oc0

=) alz—a)

k=—o0

uniformemente sobre p1 < |z —a| < ps.

Demostracion.- Sean pi, pa con Ry < p1 < pa < Ra, como la corona C(a, R1, Re) es un conjunto abierto,
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existen p) y p) tales que

Ry < py < p1 << p2 < ph < Ry.

Sea z € {z|p1 < |z—a|] < py. Para r > 0 lo suficientemente
pequenio D(z,r) C C(a, p, p5). Por lo tanto, de acuerdo a otro
colorario del teorema de Cauchy sobre integrales, se tiene

O [ Q) £(0)
/rzc—zdg‘ rlc—zd“/g_z_rc—zdg

Por otro lado, la formula integral de Cauchy da

t0=g- [ 2= ([ K- [ M),
|

¢ ~ 2 \Jr, (2 r,(—z

(—z|=r

Sobre T, es decir la circunferencia de centro a y radio p), se tiene

Como 2—;2 < 2—,2 < 1, se tiene que
2

uniformente. Por consiguiente, al existir convergencia uniforme sobre el disco D(a, p2), se tiene

1 Q) o N~ 1 f©)
i, €2 = L a4

ai, k>0

Sobre T'y, es decir la circunferencia de centro a y radio p}, se tiene

(—a

zZ—a

Como < P <1, se tiene que

- P1

11 & /¢—a\"
{z__zaz(za>

k=0

uniformente. Por consiguiente, al existir convergencia uniforme sobre {z||z — a| > p1}, se tiene

1 Q) . 1 f() &
%in FlC—ZdC;QW/Fl (C_a)—k+1dC(Z*a) .

ap, k>1
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a
=00
Proposicién 1.9.1 Si f(2) = Y. Ax(z — a)* en una corona C(a,r, R), entonces
k=—o0
1 f(©)
=— | —=2—d
T %ir Jo (€= a)Ftt ¢
donde C' es un contorno simple en la corona C(a,r, R), en cuyo interior se encuentra a.
Demostracion.- Dejamos al estudiante la justificaciéon de los calculos, se tiene
1 f(Q)
= — [ —2—d
“ 2ir Jo (C—ay1 ™
k=00
> Ak —a)
1 / k=—oc0 dC _
227r (¢ — a)”‘1
d¢ = Ay.
2@71' /C H‘l ¢ :
_{ k#1
2t k=1
|

Al igual que las series enteras, con las series de Laurent, en lugar de utilizar la férmula integral (1.9.1) para
determinar la serie de Laurent de una funcion es preferible utilizar propiedades de series y series ya conocidas.

Ejemplos

T2 Esta funcién no estd definida en z = i y 2 = —i. Determinemos
z

la serie de Laurent en la corona C(3,0,2) = {2]|0 < |z —i| < 2}, remarcando que existen otras tres
coronas donde se puede desarrollar en serie de Laurent la funcién f(z). Se tiene

1. Consideremos la funcién f(z) =

1 B 1 1 1
1+22  (z+i)(z—i) 2z—d\z2—i+2i

I
N
| —
~.
VR
SR
VN
—
_|_
—_
ol
4

Como |z —i|/|2i| < 1, se tiene
1 _ 1 1[N (—1)F , X (—1)E _
(z+1i)(z—i) z—i (22 (Z 20)F (Zz)k>> — ;IW(;;*Z)’C.

2. Consideremos la funcién f(z) = 1z(z—) y hallemos las series de Laurent para las coronas 0 < |z| < 1
y la corona 1 < |z|.
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3. Como |z| < 1, se tiene
—1 1
( 0 g =122
z— z

en la corona 0 < |z| < 1.
Para la corona |z| > 1, se tiene

(NS SN UV OUS SR U W S NN I
2(z—1)  22(1-1) 22 z 22 22 24

z

[.9.1. Puntos Singulares Aislados de Funciones Holomorfas
Consideremos una funcién holomorfa sobre una corona de radio inferior 0, {0 < |z — a| < R}, sea

k=—1

f(z) = Z ak(z—a)k—i-Zak(z—a)k

k=—00 k=0

parte principal

la serie de Laurent respecto a la corona C(a,0, R). De acuerdo al comportamiento de la parte principal de

la serie de Laurent, podemos clasificar el punto a:

i a = 0 para k < 0 (la parte principal de la serie de Laurent es nula), en este caso f es holomorfa sobre
el disco D(a, R) y se dira que a es una singularidad suprimible. Por ejemplo

sin z

z

tiene 0 como singularidad suprimible.
ii.- Existe ko < 0 tal que ag, # 0 y ar = 0 para k < ko, (la parte principal contiene un nimero finito de
términos no nulos). En este caso, la serie de Laurent es

F(2) = ay (2 = @) + agppa(z = ) 4 ai(z — a) +§Z%z—ﬂ

Se dira que a es un polo de orden —kg.

iii. Existe una infinidad de k& < 0 con a; # 0, (la parte principal contiene una infinidad de términos no
nulos). Se dird que a es una singularidad esencial. Por ejemplo, para 0 < |z|

oo

k

1 /1

1/z: I
€ Zk! (z) '

k=0

Proposicién 1.9.2 Sea f: {2]0 < |z — a|] < r} — C holomorfa, entonces f posee un polo de orden n en a
st y solamente si 1/f posee un cero de orden n en a.

Demostracion.- Se tiene

F(2) = acalz = )" 4 asnpa(z — ) 4 = h(2)(z —a) "
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h(z) es holomorfa sobre todo el disco D(a,r) y h(a) = a—,, # 0. Por consiguiente, f tiene un polo de orden
n, si y solamente si h(z) es holomorfa y h(a) # 0, si y solamente si

1 L1
OO

si y solamente si 1/f tiene un cero de orden n.

Corolario 1.9.1 f posee una singularidad esencial en a, si y solamente si 1/f posee una singularidad
esencial en a.

Proposicién 1.9.3 Sea f: {2]|0 < |z — a| < r} — C holomorfa. Si f es acotada, entonces la singularidad es
suprimible.

Demostracién.- Consideremos la serie de Laurent de f en la corona {z|0 < |z — a|] < r}

k=00
flz) = Z ak(zfa)k,
k=—o0
1 f(©)
w = g | gl
I¢—al=p

con O < p < r.Si f esacotada, existe M > 0, tal que | f(z)| < M, por consiguiente

f(©) 1 M%p:%

jag] =
ag| = — .
ok

_ SN gl < T
o (C _ a)k+1 C - o pk-i-l
|(—al=p

Para k < 0, hacemos tender p — 0, lo que conduce |ag| = 0.

Corolario 1.9.2 Si f posee una singularidad esencial en a, entonces existe una sucesion z, — a tal que

f(zn) — 0.

Demostracion.- Por el absurdo, supongamos lo contrario; es decir que toda sucesién z, — a verifica
f(zn) # 0. Esto es posible, si existe € > 0 tal que Vé > 0, se tiene

O<|z—al<d=|f(z)] > e

Sino seria posible construir una sucesién con las caracteristicas senaladas.

Por lo tanto, tomemos § > 0 con f holomorfa sobre 0 < |z —a| < 6, se tiene que |1/f(z)] < € sobre
0 < |z—al <, de donde 1/f es acotada y a es una singularidad suprimible de acuerdo a la proposicién
precedente. Lo que conduce a una contradiccion.

O
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Corolario 1.9.3 f posee una singularidad esencial en a, entonces para todo ¢ € C, existe una sucesion
zn — a tal que f(z,) — c.

Demostracion.- Planteamos g(z) = f(z) — ¢ y aplicacmos la proposicién precedente.

I[.10. Residuos y Aplicaciones

El concepto de residuo y sus aplicaciones provienen de manera natural de las Series de Laurent. Consideremos
un abierto 2 C C, un conjunto D C (2 discreto y sea f : 0 — D — C holomorfa. Por lo tanto, si z* es un
punto singular de f, entonces existe r > 0 tal que f es holomorfa sobre la corona C(z*,0,7) y la serie de
Laurent respecto a esta corona es

k=00

f)= Y alz =2,

k=—o0

si z* € D, entonces la serie de Laurent se confunde con la serie de Taylor alrededor de x*.

Definicién 1.10.1 Sea f : Q@ — D — C holomorfa, donde D es un conjunto discreto. El residuo de f en el
punto z* € € es

Reseee (f) = a_1(2") = —— / £(0) d,

con p > 0 lo suficientemente pequeno.

Teorema 1.10.1 (Teorema de los Residudos) Sea f : Q@ — D — C holomorfa, donde D es un conjunto
discreto C C Q contorno simple con C ND = 0, entonces

z*eb
z*eint C

/f(C)dC=2i7T > Res.—.e(f) (1.10.1)
C

Demostracién.- int C' es un conjunto acotado, se tiene D N int C' es un conjunto a lo més finito. Por
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consiguiente D Nint C' = {z1, z9,..., 2, }.

Por corolario del teorema de Cauchy se tiene

/C 1) dc

3 JRREIGL

k=1
[C—zk|=pK

2im (Z Res,—., (f)> .
k=1

1.10.1. Calculo de Residuos

Si bien, el residuo de una funcién f en punto a estd definido mediante una integral, la utilizacién de residuos
se justifica para el calculo de integrales por medio del teorema del residuo. Por consiguiente, la determinacién
del residuo en un punto singular pasa por la determinacion de la serie de Laurent alrededor del punto aislado.

Polos Simples

En este caso

f(z)=a_1(z—a)" ' + Zak(z —a)k.
k=0

Ahora bien, la funcién
(z—a)f(z) =a-1+ap(z—a)+---
es holomorfa en z = a, de donde
a; = lim (z — a) f(2).
Ejemplos
1. Consideremos la funcién f(z) = 1/sin z, ésta tiene un polo simple en el origen,

1 ) B
ReSZIO(@) = Hm sinz L
2. Supdéngamos que la funcién f(z) es de la forma
P(z)
z) = )
8= omrE
con P(a) #0, R(a) #0, Q(a) =0y Q'(a) # 0, en este caso, se tiene

Res._o(f() = lim LRE=0) o PG Pla)
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Como ilustracién, consideremos f(z) = cot z, esta funcién tiene polos simples en z = wk con k entero,
sabiendo que cot z = 52 ]os residuos en los polos simples z; = 7k, estan dados por

sin z ?

cos(mk) 1

Res,—z, (cot z) = cos(mh)

Polos de orden superior

Supongamos que f tiene un polo de orden n en el punto a, el desarrollo de la serie de Laurent alrededor de
este polo estd dada por

f)=a_pn(z—a)™™+--+a_1(z—a) " +ag+ai(z —2)+.

La funcién g(z) = f(z)(z — a)™ es holomorfa alrededor de a, por que a es una singularidad suprimible para
g. El desarrollo en serie de potencias alrededor de a de la funcién g es por consiguiente

g(z) :a_n+...+a_1(zfa)n71 +...
El residuo buscado de f es el coeficiente del término de grado n — 1, por consiguiente

1 dnfl

Res.—.(f(2)) = WW

(9(2))z=a-

Ejemplo
3.- Consideremos la funcién f(z) = 1/(1+22)", que tiene polos de orden n en z = =+i. Calculemos el residuo
en z = i. Se tiene

o2) = JEE-" = o = )™
1 ar—t Nen 1 e |
a1 = MW((ZH) )z:i:(n_1)!(_n)'(_n_1)'(_2n+2)(l+l) :
(2n —2)!

——
22n=1((n — 1)!)2
Ahora bien, calcular la n — 1-sima derivada de una funcién, generalmente no es una tarea simple por lo
que también es 1util realizar desarrollos de series de Laurent limitados a un ntmero finito de términos.
Ejemplo

4.- La funcién csc® z tiene un polo de orden 3 en el origen. Realizando desarrollos en serie de potencias
limitados a un ntmero finito de términos, se tiene

sz = (2=l +0(5) =273
= 31— (‘13),22(1/3! +0(2%)

1— 22(1/3! + 0(z%))) 3
+ .- )

—~

= 234224 ) =204 2

MO = —

de donde

1
Res.—o(csc® 2) = 3
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1.10.2. Calculo de Integrales

Una de las aplicaciones de los residuos estd dada por el cdlculo de integrales definidas y/o impropias reales. A
continuacion veremos algunas situaciones tipicas, en las cuales la utilizacion de residuos permite facilmente
evaluar integrales.

1.

2.

Integrales del tipo: fozﬁ R(cos6,sin ) d
Donde R(x,y) = P(x,y)/Q(x,y), P(x,y) y Q(x,y) polinomios.
Suponemos ademds que Q(cos,sinf) # 0 para todo 6 € [0, 27].

Planteando z = €' y v la circunferencia unitaria, la integral se convierte

2m

R(z—kz*l z—zil) %

R(cosﬂ,sm@)dﬁz/ T

0 ~ 1z

Ejemplo

5.- Consideremos la integral, con |a| > 1,

2 1
Rt
o a-+cosf

que mediante la transformacién dada mas arriba, se convierte en

2 1 1
Y [ o ® =2 [ gy
o a-+cosf 5 22+ 2az+1

Ahora bien f(z) = 1/(2? 4+ 2az + 1) tiene un polo simple al
interior de la circunferencia dado por z; = —a + Va2 — 1,

que dicho sea de paso es real. El residuo de f(z) en z; es

1 1

B 221+2a 2@ -1

Res,—, (f(2))

aplicamos el teorema de los residuos y obtenemos

o 1 21
6= (—2i)(2 - .
/0 a—i—cos@da (=2i)( m)2\/a2—1 Va? -1

Integrales del tipo: [ R(z)dx
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Donde R(x) = P(z)/Q(z), P(x) y Q(x) polinomios con Q(z) # 0 para todo x € R.

Si por ejemplo deg P(x) + 2 < deg Q(z), se tiene lim zP(z)/Q(z) = 0.
Z—00

Por consiguiente la integral impropia en cuestion existe y ademas

Cr
“+o0 T
R(z)dx = lim R(z) dx.
oo r—-+00 _r
a »  Observando la figura, si v es el contorno cerrado, C,. la mitad de la
circunferencia, se tiene

_: R(x)dx = AR(Z) dz — /Q R(z) dz,

Pasando al limite, se verifica

/CT R(z)dz

Para el contorno v, el teorema de los residuos da

<7r m:’éx |P(2)/Q(z)| — 0 cuando r — oo
zeCyp

lim [ R(z)dz = 2im Z Res.—., (R(2)),

o
de donde -
/ R(z)dx = 2in Z Res,—., (R(2)).
-
Ejemplo

6.- La integral impropia

| (2n — 2)!

————dr=T——————— 1.10.2

e (1102

porque ¢ es un polo de orden n, el inico que se encuentra en el semiplano complejo superior y
utilizando el resultado del ejemplo 3 se llega al resultado enunciado.

Integrales del tipo [~ f(z)e"** dx

Donde f(z) — 0 cuando z — oo. Para resolver este tipo de integrales, al igual que se ha hecho en el
caso precedente, la idea es construir un contorno en el semiplano superior o inferior, de manera que el
recorrido que no se encuentra sobre la recta real tienda a O y aplicar el teorema de los residuos.

Consideremos el caso en que a > 0, usualmente se toma semicircun-

R—iR 2 RiR ferencias para construir un contorno; esta vez, trabajaremos sobre un
- +1
rectangulo, observando la figura de la derecha, se tienen 71, v2 ¥ 73

73 " arcos simples que no estdn sobre la recta real. Para 7;, se tiene

[{1 f(2)e* dz

1— e—aR

< M(R) /01 e “F'Rdt = M(R)

a
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donde M(R) = méx |f(z)| — 0 cuando R — 0. De esta manera la integral sobre ~; tiende a 0 cuando
R — oo. Similarmente la integral sobre 3 tiende a 0. Para el arco 79, se tiene la mayoracién

R
< M(R) / e Rdt =2M(R)e "R -0
-R

(2)e'* dz

Y2
cuando R — 0.

Para a < 0 se procede de la misma manera, pero tomando el rectdngulo en el semiplano inferior.
Ejemplo

7.- Determinar

/ (smx) .
o\ T

La funcién f(z) = sinz/z tiene una singularidad (suprimible en z=0), por consiguiente

00 . 5 . 0o .
/ <smx> i — lim (/ (Slnx> dx+/ (smm) dx).
— 0 x R—oo —R x 5 x

§—04

Ahora bien, en lugar de considerar el intervalo [— R, R] como habitualmente hemos hecho, consi-
deramos el recorrido dado por v = [-R, —d] + Cs + [0, R], ver figura. Se tiene

-R v R _5 . 00 . . .
W / <smx> der/ <smx) dx/(smz) dz—/ (smz> .
Cr _R X 5 X v X Cs 4

iz

— e7%%)/2i, por lo que

: iz —iz
/ (sz> dz:/ 6, dz—intwe—,dz.
~ x - 21z 21z

Para e'*/2iz agregamos a v un recorrido, de manera que obtengamos un rectangulo en el semi
plano superior. Esta funcién tiene un polo simple en z = 0, de donde

Por otro lado sinz = (e

eiz )
dz = 2ir Res. o (e /(2i2)) = .
/y2iz z = 2imr Res,—o(e"?/(2i2)) =

Para e~**/2iz agregamos a -y un recorrido, de manera que obtengamos un rectdngulo en el semi-
plano inferior, esta funcién no tiene polos en el interior del rectangulo, por lo tanto

—1iz
/e. dz=20
7212

Hacemos tender R — oo y 6 — 0.4, obteniendo

/ <s1nm> dr = .
U
4. Integrales del tipo [~ 2°f(z)dx

Donde —1 < @ < 1y f(#) es una funcién holomorfa que no se anula sobre el semieje positivo real,
e f(2) — 0 cuando 2z — oo y que satisface

(ze™™) f(ze™) = B f(z). (1.10.3)
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Para encontrar el valor de la integral, consideramos el recorrido

72

Y=Y+ Y2 3+ Ya,

donde 7 es el segmento de origen § > 0 y llegada R > 0, 75 es la
circunferencia de radio R, 3 es el segmento de origen R y llegada
0 y finalmente 4 es la circunferencia de radio J.

La condicién sobre 217 f(z) cuando z — oo hace que la integral
sobre 7; tienda a 0 cuando R — o0.

La condicién —1 < a < 1 hace que la integral sobre 7, tienda a 0
cuando  — 0.

Aplicando el teorema de los residuos sobre el contorno =, se tiene

/ 2% f(z)dz = 2im Z 2" Res,—., (f(2)), (1.10.4)

z; polo
z; #0

tomando como determinacién del logaritmo, aquella en que
arg(—1) = .

Gracias a 1.10.3, la integral sobre -3, vale

J

R
(we™™) f(ze™*™) dx = —6/ % f(x) dx.
s

Por lo tanto, haciendo tender R — oo y § — 04, y utilizando 1.10.4, se obtiene

(1-p) /000 x f(x) de = 2im Z 2" Res,—., (f(2)).

z; polo
z; #0

Suponiendo que [ # 0, se deduce facilemente que

/ooomo‘f(x)dx =

Ejemplo

8.- Determinar la integral de Euler

2im o
15 Z zi" Res,=., (f(2)).
z,iZip#oOlo
oo xa—l
/ ——dz 0<a<hb. (1.10.5)
o 1+

Observando el contorno, para este tipo de integrales, la condicién a > 0 asegura que la integral
sobre 7, tienda a 0 cuando ¢ tiende a 0 y la condicién a < b asegura que la integral sobre la
circunferencia de radio R tienda a 0 cuando R — oo.

Sin embargo, es muy posible que en esta integral no se pueda cumplir la condicién 1.10.3; por lo
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que, en lugar de elegir el contorno sugerido mas arriba, elegimos otro contorno.

La novedad consiste en tomar como 3 el segmento de recta de direc-
cién dada por e donde 6 = 27/b. Existe un tinico polo simple en el
interior del contorno dado por z = e%/2.

Haciendo tender 6 a 0 y R al infinito, se tiene

© .a—1 i(a—1)0/2 iab/2
 i0(a—1) T . € o€
(1—e )/O o0 dx = 2171'7[)61,({1_1)9/2 = —2ir 2
porque e??/2 = _1.
Por lo tanto .

/OO pa—1 J 7T€w’9/2 pi 1

= — = — .
o 1+ab b% b sin%r

5. Integrales del tipo fox logzR(x) dx
Donde R(z) = P(z)/Q(x) es una funcién racional que no se anula sobre el semi eje real positiovo y
deg P 4+ 2 < deg (). Para resolver esta integral consideramos la funcion

f(z) =log® 2 R(z), (1.10.6)

con determinacién del argumento dada por arg(—1) = 7 y el contorno
de la figura de la izquierda.

Mayoremos las integrales sobre los diferentes arcos, sobre -5 el arco de
circunferencia de radio R, se tiene

< (27R)(log? R + 472) + O(R?)

A og 2)*R(:) d:

log? RO(R™Y) - O

cuando R — 0.
De la misma manera

/ (log 2)2R(z) dz| < (276)(log® § + 47%)O(1) = log® 6 O(6) — 0

cuando 6 — 0.
Luego

)

L (og 2)*R(2) d= = /5 " log® R(a)dr. /7 og 2)*R(e)dz = /R (log 7 + i27)? R(z) da.

Por consiguiente

R R
/(logz)QR(z) dz+/ (log 2)*R(2) dz = 722‘7r/(S logz R(x) dx+47r2/(S R(z) dx.

3
Aplicamos el teorema de los residuos, hacemos tender § — 0 y R — oo, para obtener

- L 2(2;) Res z)) —im - x)dzr
/0 logx R(z) dv = — > log?(z) Res.—.,(R(2)) /0 R(z) da. (1.10.7)

z; polo

;70

Ejemplo
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9.- Calcular la integral impropia

S|
/ BT 1.
0 1 + .%'2
Utilizamos las férmulas (1.10.7) y (1.10.2) con n = 1. La funcién R(z) = 1/(1 + 22) tiene polos
simples en z =17y 2 = —1i, de donde

S| 1 2 9 ;2
| = (T4 2 - i
o 1+ a2 2\ 8 -8 2
6. Integrales de otro tipo

Referirse a textos de consulta, como Variable Compleja de la Serie Schaum.

1.10.3. Valor Principal de Cauchy

En el curso de Primer Ano de Anaélisis se trato el concepto de integral impropia y la caracteristica esencial
era que el limite de la integral no dependia de los limites de las extremidades.

Definicién 1.10.2 Sea f : R — {a1,...,a,} — R continua. El valor principal de ffooo f(x)dx, si existe,
estd dado por

V.p/o; f(z)dz = lim </a15f(a:) dx+/a26f(x)dx+--~+/3 f(x)dm). (110.8)

o \J-r ayd an+s

Ejemplo

1. Se tiene
*1
v.p/ —dxr =0.
e T

Remarca.- La definicién de valor principal dada por (I.10.8), presenta dos limites, uno alrededor de los
puntos singulares y otro limite en las extremidades. Esta definicién puede adaptarse a otras situaciones,
donde el valor principal puede tener cierto rol.

Remarca.- Si una integral impropia existe, obviamente existe su valor principal y este es igual a la
integral impropia.

Teorema 1.10.2 Sean f : Q@ — C, H = {28z > 0} C Q abierto. Si f es holomorfa sobre Q, salvo en
21,29y« Zn, St Sz = 0 2z es un polo simple y si ademds

(2) — 0 cuando R — oo, Cg = {Re"|t € [0, 7]},
Cr

entonces

v.p / b fz)dz =2ir > Res.—. (f(2)) +iry_ Res.—., (f(2)) (1.10.9)

—o0 2 ) punto singular zp,polo simple

Sz5,>0 Sz, =0
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Demostracion.- Consideramos el contorno v dado por la semicircunferencia C'r de radio R, los segmentos
lak + 8, ax+1 — &) y las semicircunferencias Cy, = {z = ay, + de"*|t € [r, 27].

c Para R > 0 lo suficientemente grande y § > 0 lo suficiente-
mente pequeno se tiene, por el teorema de los residuos

/f(Z) dz = 2im Z Res,—., (f(2)) (1.10.10)

C Ch Cyp zjpunto singular

Vel il

-R R

Por otro lado, si z; polo simple con &z, = 0, se tiene alrededor de zj,

£(z) = Res.—, (f(2))

zZ— Zk Jrgk(z)

con g holomorfa, de donde
/ f(2)dz = —im Res,—,, (f(2)). (I.10.11)
Ch

Por consiguiente

</a1_5f(x)dx+/a2_6f(x)d$+'“+/R f@)dx):/wf(z)dz‘ ol 2 o T

—-R ayd an+98 25, polo simf1Ck
Iz =0
= 2 Z Res,—., (f(2)) +im Z Res,—., (f(2)) — f(z)dz.
) punto singular 2zppolo simple Cr

Sz >0 [z =0

Pasando a los limites se tiene el resultado deseado.

1.11. Funciones Meromorfas

Definicién 1.11.1 Sea Q C C abierto, Se dird que f : Q — D — C holomorfa es meromorfa, si D es un
conjunto discreto y para todo z € D z es un polo o singularidad suprimaible.
Denotamos por M(QY) el conjunto de funciones meromorfas sobre Q.

Proposicién 1.11.1 Sea Q C C un abierto no vacio, entonces M(Q) es un es cuerpo que prolonga C.

Demostracion.- Ejercicio.

Ejemplos

1. C(z) = {R(2) = P(2)/Q(2)| P, Qpolinomio, @ # 0} el conjunto de las funciones racionales sobre C es
un subcuerpo de 9M(C). La verificacién es un simple ejercicio.

2. Las funciones trigonométricas cos z, sin z, tan z, cot z, secz y cscz son funciones meromorfas. De las
cuales, excepto sin z y cos z tienen una infinidad de polos simples.
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I.11.1. Desarrollo en Fracciones Parciales de Funciones Meromorfas

Para las funciones racionales, la descomposicién en fracciones parciales es conocida desde hace 300 anos y es
muy util, por ejemplo en integracién. Consideremos la fraccion

6z — 2022 + 421719

= I.11.1
Tenemos un polo de orden 3 en z =1 y uno de orden 2 en z = —2.
Lass series de Laurent, alrededor de coronas de centros z =1y 2 = —2 estdan dadas por:
1 2 3 8 7 2
= — —— — =D+ =z -1+ 1.11.2
/() o GoEtioiy DA ple-UTe (L11.2)
1 3 34 14 17
= - 42— — (24224 1.11.3
/) Gr2E iz oz G Yo gt (L1L3)
Denotando las partes principales de estos desarrollos por
1 2 3 1 3
— _ =—-—— 4+ - I.11.4
ne =g oo Y RS o (L11.4)

la funcién f(z) — p1(2) — p2(z) tiene ninguiin polo y por consiguiente es holomorfa sobre todo C, como
lim f(z) = 0y por el teorema de Liouville, esta diferencia es 0. Por lo tanto, se tiene
Z—00

1 2 3 1 3

(ﬂ@:(sz3_(27U2+271_(z+@2+z+2 (1.11.5)

que es un desarrollo en fracciones parciales de p(z).
Caso de una infinidad de polos

El resultado (I.11.5) nos hace pensar que es posible expresar funciones meromorfas en desarrollos de fracciones
parciales, inclusive en el caso en que la funcién en cuestién tenga una infinidad de polos.
Este es el caso de cot z y csc z que presentan polos simples en z = k7 con k € Z. Se tiene

Res,—pr(cotz) =1, yRes,_pr(cscz) = (—1)%, (I.11.6)

de donde tomando las partes principales se obtendria:

cotz = 5 — - 5
B zj% ziﬁ+§+ziﬂ+zj% (L11.7)
\J L
AN Y
A R e S (1.11.8)

242 z+wm z z—Tw z—2T
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Ahora bien, (I.11.5) es correcto, porque trabajamos con un niimero finito de terminos y por que la funcién

f tiende a 0 cuando z tiende a infinito. En el caso de una infinidad de polos exite dos inconvenientes: el

primero, tanto (I1.11.7), como (1.11.8) no son sumas finitas, sino al contrario son series, por lo que es necesario

hacer un andlisis de convergencia; segundo, f(z) 4 0 cuando z — oo.

En consecuencia, es necesario proceder de otra manera. Sea f :  — C meromorfa. Consideramos una
o0

sucesién de contornos C,, tal que |J Int C,, = C y para todo n no hay polos de f sobre C,,.

n=1

Para k € N dado, planteamos

g(z)=f(z) - > pi(2) (1.11.9)
z;elnt ¢,
zj polo
donde pj, es la parte principal del desarrollo de Laurent alrededor del polo z;. Puesto que Cj es acotado
y f es meromorfa, la suma (1.11.9) es finita y la funcién g es holomorfa en el dominio definido por Cj.
Aplicando la férmula integral de Cauchy, se obtiene

gk(z):/o g’“(odc, Vz € Int Oy,

kC_Z
es decir ©
=Y pe+ | 2, vzemc, (L11.10)
zelnt e, /C (=2
Ahora bien,
9k(¢) f(Q) pi (<)
=222 de = 22 d¢ — e
IR=I R =tt Izm/cc—z ¢

y las integrales, para R > 0 arbitrariamente grande, se tiene

(D (S
/C (zdz_/q_RCzd(: 0,

cuando R — o0, de donde (I.11.10), puede escribirse como

f(z) = Z pj(z)—|—/c %d(, Vz € Int Cy, (1.11.11)

zj EInt Cr
zj polo

Teorema I.11.1 (Series de fracciones parciales) Sea [ : C — C una funcidn meromorfa, denotamos

por pi la parte principal del desarrollo de la serie de Laurent de f alrededor del polo zj. Si existe una sucesion
o0

{Cy} de contornos, con |J C, = C, tal que para cualquier z € C se tenga

n=1

im /C g(_oz ¢ =0 (1.11.12)

entonces, para cualquier z € C, se tiene

F2) =" ml2). (1.11.13)

ZL polo

St ademds para M C C compacto, se tiene para todo z € M

/()

cuando n — oo, entonces la serie (1.11.13) converge uniformemente sobre M.
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FUNCION cot(z) FUNCION ccosec(z)

™

2
log(lcot(z)[)

Figura I.11.1: Mapas de cot z y csc z

Iustremos el teorema (I.11.1) con la funcién cscz = 1/sin z. Esta funcién tiene polos simples en z = krm
con k € C y la serie en fracciones parciales conjeturada estd dada por la férmula (I1.11.8). Mostremos que
esta formula es correcta. La segunda grafica de la figura 1.11.1 nos sugiere inmediatamente que contornos
elegir. Elegimos como contornos los cuadrados C, de centro el origen, de lados verticales que pasan por

(/24 2(n — 1)m) y lados verticales que pasan por i(7/2 + 2(n — 1)7). Utilizando el hecho que

1 1 n z
(== ¢ =2
se tiene ¢ ¢ ¢
csc csc zcse
d¢ = d¢ + —d
/chZ ey G Cn C(¢—2)
La funcién csc (/¢ es una funcién par, por lo que
/ csc( dC =0,
cx €
de donde es suficiente mostrar que
lfm 265CC e — g

n—oo Jon C(¢—2)

(L11.15)

(L11.16)

(1.11.17)

(1.11.18)

Ahora mayoremos csc ¢ sobre C),. Comenzemos por el lado vertical que pasa por (7/242(n— 1)7), como csc
es 2w periddica, se tiene csc((m/2+2(n—1)w)+iy) = csc(n/2+1iy) y por consiguiente, utilizando identidades

trigonométricas, se obtiene

1 1
sin(Z +iy)  cos(iy)’
s 1
—+1 = <1.
‘CSC( 2 + Ly)) coshy —

Para el lado horizontal que para por i(7w/2 + 2(n — 1)) = &, se tiene

sin(z +d,) = sinzcos(id,) + cosx sin(id,) = sinx cosh d,, — i cos z sinh d,,,

(L11.19)
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[sin(z +id,)| = \/0052 zsinh? §,, + sin?  cosh? §,, < sinhd,, < sinh(g)7
1
‘ i, 1.11.20
lesc(x +i0,,)] < SnbE = ( )

Como csc z es una funcién impar, se tiene sobre el cuadrado C,,, |csc(| < 1. Por lo tanto

zcsc( 1
et I N
/cn C—2) Zlgmm—zb 0

cuando n — oo donde r, es el radio de la circunferencia inscrita en C),. Es facil, deducir que para un
compacto M, se tiene (I1.11.14). Por lo tanto (I.11.8) converge uniformemente.

I[.11.2. Numero de Ceros y Polos de Funciones Meromorfas

Sea f : Q — C una funcién meromorfa sobre un abieto {2 y 7 un contorno en € tal que f no tenga, ni
ceros, ni polos sobre 7.

El campo de vectores

d:0 C
z
i He)

esta definido y es continuo sobre §2, excepto sobre los ceros y polos de f. En particular es continuo sobre el
arco 7.
Definicién 1.11.2 (Indice de Cauchy) El indice de Cauchy, Ind(f,~), de la funcidn f sobre el contorno
v, es el nimero de vueltas, (tomando como sentido positivo el movimeinto de las manecillas de un reloj),
que da el campo ® al recorrer el contorno . Ver figurea 1.11.2.

—
—

Para un contorno v : [a,b] — Q y una funcién f : Q@ — C meromorfa, sin polos, ni ceros sobe el contorno,
consideremos la funcién continuea

D : [a,b]

| IE fO®) _ w (L.11.21)

N
—
Esta funcién estd bien definida si se conoce por ejemplo ®(a) y su cdlculo puede efectuarse cambiando

determinaciones del argumento.
Se tiene

Ind(f,7) = %(@(b) — ®(a)). (L.11.22)

(1.11.22) muestra que ® cumple el rol de una primitiva y por consiguiente nos permite pensar que es posible
determinar Ind(f,~) utilizando una integral.

Ahora bien, tal como se ha definido ®, se utiliza de alguna manera determinaciones de arg, que no es
holomorfa. Sin embargo las determinaciones de log si lo son y podemos utilizarlas y tendriamos

(£, 7) = 51— (loga(F((5))) ~ logs (f(7(a)). (L11.23)

donde log,; y log, son determinaciones de log de manera que ® sea continuea.
Por otro lado, se tiene

b pr
[ L 0t = (16 0) - lon (6 @) (111.24)

Por lo tanto, tenemos el teorema siguiente
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Figura I.11.2: Indice de Cauchy para f(z) = Z=;.

Teorema 1.11.2 Sean f : Q — C merormorfa y C un contorno en ) en el cual no hay, ni polos, ni ceros

de f, entonces

Ind(f,C) = % /C J;'((ZZ)) dz. (L11.25)

Demostracion.- Ejercicio

Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién es bueno recordar el siguiente resultado

Lema I.11.1 Sea f : Q — C meromorfa, entonces

a) zo es un cero de multiplicidad m, si y solamente si existe g : Q@ — C meromorfa y holomorfa en zy tal

que

f(2) = (2 —20)"g(2), g(20) # 0. (1.11.26)
b) 2y es un polo de orden m, si y solamente si existe g : Q@ — C meromorfa y holomorfa en zy tal que
f(z) = (2 —20)""g(2), g(20) # 0. (1.11.27)
Demostracién.- Ejercicio
|

Teorema 1.11.3 (Principio del Argumento) Sea f : Q@ — C meromorfa y C' un contorno sin ceros, ni
polos de f, entonces

Z — P =Ind(f,C) (I.11.28)
donde Z es el numero de ceros, contando su multiplicidad, de f en el interior de C y P es el numero de
polos, contando su orden en el interior de C.
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Demostracion.- Puesto que f es meromorfa y el interior de C es acotado, el numero de polos y ceros
son en cantidad finita. Denotemos por {z1, 22, ..., 2, } los ceros y polos, dos a dos diferentes. Con € > 0 lo
suficientemente pequeno aplicamos el corolario 1.6.3 del teorema de Cauchy lo que da

', _ - f'(z) z
/C F(z) dz = kz_:l/k_ ) dz. (1.11.29)

Sea z; un polo o un cero, veamos cada uno de los casos

i)zy es un polo, supongamos de orden ng, por el lema precedente se tiene

(= fz2) =z —z) ™ lg(2) + (2 —2) ™' (2) 1 9'(z)
fle)=lz=a) ™) = 5y = (=20 () BCEETRTe)
de donde ,
/|zzk—e J;((j)) dz = —ny2im. (1.11.30)
ii)z) es un cero, supongamos de multiplicidad ny, por el lema precedente se tiene
(Y f(2) iz —2)™ tg(z) + (2 — 21)™ 9 (2) 1 9'(2)
T = G2 = gy = (e~ 2™ (2) IR rTe
de donde ,
/|Hk|_e J;((;)) dz = ny2ir. (L11.31)

Por lo tanto

O PP
/Cf(z) dz =2in(Z — P),

es decir
Z — P =Ind(f,C).

Teorema I.11.4 (Teorema de Rouché) Sean f,g : Q@ — C holomorfa, C un contorno con IntC C Q.
Si |f(2)| > |g(2)| para todo z € C, entonces f y f + g tienen el mismo nimero de ceros en el interior del
contorno C.

Demostracién.- Consideramos la funcién definida por h(t,z) = f(z) + tg(z) con t € [0,1]. Esta funcién es
continua respecto a t y holomorfa respecto a z. Por otro lado, se tiene

[n(t,2)| = | (2) +tg(2)| = |f(2)] = tlg(2)] = [f(2)] = |9 (=) > 0. (1.11.32)
Por lo tanto, esta bien definido para todo ¢ € [0, 1]

d(h(t,),C) = 5 /C Z((f;) dz

Considerando Ind(h(t, z), C') como una funcién respecto a t estéd es continua y que solo toma valores enteros,
lo que significa que necesariamente es constante.

]
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